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1. 
Über die Substitution 
(ax +2b2-+c)y +2 --Wc+cl)y-d + W"c4c — 0 
und über die Reduction der Abelschen Integrale 
erster Ordnung in die Normalform *). | 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. G. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn F. Richelot.) 





Di. allgemeinste Relation zwischen zwei Variabeln, in welcher keine 
den zweilen Grad übersteigt, ist 
(1) (a Bdr-+e)y+2(da +2bc--C)y+(ad'+2b"2--c") 
— (ay’+Rayt+a')a+2(by’ 2b’ y-+b")e-+(ey’+2cy-4c") —= 0. 
Es folgen aus ihr die beiden Gleichungen 
(ad --2bc-+c)y+ar-+2br- 
— Maar 2b cc) — (ax a +2" -+c")}, 
(ay’+2ay+a’)e+by’+2by+ 0b" 
— Yilby’+2b'y- b")’— (ay’+-R2ay-+a')(ey’+R2cy-+e")t. 
ferner hat man durch ihre Dilerentiation 
Kay’+2ady-+a’)e+by’+2b'y-+b"\da 
+Kar+2br+c)y+ da +2bcH4c}dy = 0, 
und daher die Differentialgleichung 


(?.) 


dx 


(3.) va’ +2b'x +c)’— (ar’+2bxr+c) ("x +20" + c")\ 


d 
- Y zn 
v\(by ’+2b'y +)? — — (ay’+ 2a'y+a")(cy’+ 2cy+c')} en 0. 











*) Ich habe mir erlaubt, den Zusatz ‚und über die Reduction der Adelschen In- 
tegrale erster Ordnung in die Normalform” zu dem von Jacobi gegebenen Titel dieser 
Note zu machen, weil darin in der That das Prineip zur Reduction eines beliebigen sol- 
chen Integrals, welches Jacobi in seinem Aufsatz Abelsches Integral ersier Klasse nennt, 
enthalten ist. Andrerseits behalte ich mir vor, eine längst vollendete Arbeit von mir, worin 
diese vollständige Reduction in den 3 Fällen von einem, zwei oder drei Paaren imagi- 
närer conjugirter Faktoren des Ausdrucks geleistet wird, so bald als möglich bekannt 
zu machen. | R. 
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Ich werde die beiden Functionen unter den Wurzelzeichen mit 

(A—= (de dr+cd)— (ar +dr+o" +" c"), 
IY = (by?+20'y4-5"?—(ay?+20'y +0” )(cy°-+2c'y te”) 
bezeichnen. Die Gleichungen (2.) zeigen, dafs die zwischen den Gröfsen x 
und y aufgestellte Relation von der Beschaffenheit ist, dafs wenn für einen 
reellen Werth von = auch YX reell ist, zugleich y und YY, und umge- 
kehrt, wenn für einen reellen Werth von y auch YY reell ist, zugleich 
x und yX reell werden. Wenn man daher die Gleichung (1.) zur Trans- 


. "Pdx i a 
formation von Integralausdrücken benutzt, in welchen P eine ralio- 
y- 


nale Function von = ist, so wird, wofern nur der vorgelegte Ausdruck wäh- 
rend der Integration reell bleibt, immer auch der transformirte Ausdruck reell 
bleiben. so dafs es keiner weiteren Discussion der Grenzen bedarf. Da in 
den Formeln (2.) in Bezug auf die Coefficienten @, db, etc. keine Wurzel- 
ausziehung stattfindet, so kann man von diesen Formeln eine Anwendung auf 
die Zahlentheorie machen, indem man annimmt, dafs a, d etc. ganze Zahlen 
sind. Man erhält dann den Salz, 

dals wenn für einen rationalen Werth von x der Ausdruck 

(ax? 4-2 c + cd? —(ar’--Rbr +c) ("+ 2b" --c") 
ein Quadrat wird, man immer auch die Funclion 
by y +" —(ay? + 2ay+a”)(cy’+2ey-c”) 

durch einen rationalen Werth von y zu einem Quadrat machen kann. 
In dem besondern Falle, wenn “—=b'’—= e'—=0, erhält man hieraus den Satz: 

Wenn eine Function 4" Ordnung, deren Coeffieienten ganze Zahlen 

sind, zu einem Quadrat gemacht werden soll, so kann man für den Fall, 

wenn die Function in zwei rationale Factoren zerfällt ist, die Aufgabe 

immer auf den Fall zurückführen, in welchem die ungeraden Potenzen 

fehlen. 
Man kann nämlich von den beiden Ausdrücken 

— (ax? + 2br — c)(a' 2’ -- 20" cc" 
und 
(by? 4 0") —(ay” + a" )(cy’ L ec”) 
den einen immer zu einem Quadrat machen, wenn man den andern zu einem 
(Juadrat machen kann. Dieser Satz entspricht der Reduction des Integrals 
dx 





Ir (ax +2bxc+c) ("2 +20" +”) 
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auf die Form 





» dy 
me v"?—(ay?+a")(ey? te") ? 


welche Legendre durch die Substitution 





2 a"? +2" +c" 
RT ar’ +r2br+e 
bewerkstelliet. die für den Fall. wo «“=b)—= ce =—=(,. aus (1.) folet. Setzt 
eo) ’ ’ ’ o- 


man noch 5=5b"—0, so werden die beiden Ausdrücke, die auf einander 
reducirt werden können, 
— (ar —c)(d'c+c") und —(ay’+a”)(ey’—+c"); 
die Gleichungen (2.) zeigen nämlich, dafs y und YY immer rational durch 
x und yX ausgedrückt werden kann, und umgekehrt. 
Kuler hat nur den Fall betrachtet, wenn die Functionen A und FF 


dieselben Functionen respeclive von & und y sind, oder wenn man 
u —=b, a’ =c, b" — ce 
hat, und hieraus seine berühmten Additionstheoreme für die elliptischen Integrale 
der drei Gattungen abgeleitet, ohne dafs er dazu der Reductionen auf die 
jetzt übliche Form dieser Integrale bedurfte. Die allgemeinere Form hat 
Lagrange in den Turiner Memoiren von 1784 und 1785 aufgestellt. Da 
dort aber nicht aller Nutzen aus der Substitution (1.) gezogen ist, welchen 
man aus derselben ziehen kann, so will ich noch einige Bemerkungen über die 
Anwendungen, welche man von dieser Substitution machen kann, hinzufügen. 
Da durch die Function Ä die drei Trinome 


! „ 


aa’ + 2bxr --c, ac + Wr +-c, aa 2b c 


nicht vollkommen bestimmt sind, so kann man die willkührlich bleibenden Be- 
stimmungen dazu benutzen, dafs in Y die ungeraden Potenzen fortfallen, 


wie wenn man, was erlaubt ist, 
Ze Tr 

setzt, oder auch dazu, dafs der erste und letzte Term von Y gleichzeitig 
verschwindet. Setzt man im zweiten Falle y==’, so erhält das Resultat 
dieselbe Form, wie im ersten Falle. Die Vergleichung dieser beiden Re- 
sultate giebt die Transformation. Nimmt man an, dafs in dem Ausdrucke 
von Ä bereits die ungeraden Potenzen fehlen, und schafft man den ersten 
und letzten Term fort, indem dagegen wieder die ungeraden Potenzen ein- 


geführt werden, so erhält man die Tansformation sogleich in der reducirten 
1 %* 
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Form selbst. Euler hat diese beiden Wege zur Reduction des Integrals, 
die directe Fortschaffung der ungeraden Potenzen und die Fortschafflung des 
ersten und leizten Terms und nachherige Einführung des Quadrats einer neuen 
Variabeln angegeben, und er mufste hierdurch auf die Transformation kom- 
men, wenn er sich nur die Aufgabe gestellt hätte. Dieselbe Idee ist für mich 
leitend gewesen, als ich die Transformation der Adelschen Integrale suchte. 
Denn durch eine Substitution von der Form 


m-+ny 


I+y 


— 


kann man das Integral 


/ (fr +g)dr 


v(ar’+ Pe’+ya’+oc’+er’+ürtn) ’ 
wenn man die Function unter dem Wurzelzeichen in zwei Facloren der 4 
und 2” Ordnung zerfällt, in die Form 








E: rt )dy 
v(ay'+PB'y’+y')y(ay’+2by+ec) 
bringen, und durch eine ähnliche Substitution, in der man aber die neuen 
Variabeln als Quadrate einführt 
p+42 
1+2? ° 
kann man dasselbe Integral in die Form 
/ (f"rz’+g")dz 
va z°+ "2° +y"zt +2’ 4e”) 
bringen. Gelingt es nun durch Substitution einer rationalen Function von £' 
für y’ die Differentialausdrücke 
Irte)dy _ __(fFyr—y')dy 
v(ay’+2by-+e) Yv(ay’—2by-+.c)’ 
fyrta)dy_ , _(froy)dy 
Vlay’+2by-+ec) | Ylay’—2by-+ec) ’ 
so zu transformiren, dafs die ungeraden Potenzen herausgehen, und dadurch 
die erste Form des redueirten Integrals in Integrale von der Form 


ze = 

















T- (Früörg")dt 

Ve FROH TFITHEN) 

zu verwandeln, so war ich gewifs durch Vergleichung der beiden auf ver- 
schiedenem Wege erhaltenen Reductionen eine Transformation des Adelschen 
Integrals zu erhalten, ähnlich der ZLandenschen für die elliptischen Integrale. 
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Wenn man für den Zähler f'y-+g' die Gröfse ay--b setzt, so wird 
der zu transformirende Ausdruck das Differential einer Gröfse 
21 = yYlay'--2by-+e)— yYlay’— 2by-+c), 
und man sieht leicht, dafs y’ eine rationale Function von £’ wird. Man er- 
hält nämlich nach einander die Formeln 
U —= ay’+c— yYllay’-+e)—4b'y’}, 
t* — (ay’ d- ee? +8y: u 


und daher 














; „» c—t’ 
EERER b’— al’ 
Hieraus folgt aber sogleich 
5.) dy > ay-+b ay—b 
Vie'y'+ A'y?+y')tvlay’+2by+ec) YVlay’—2by+e) \ 
i 2dt _< - — at?) di 
Vay'HAy’t7) Nee)" + PB (te) (a —b*) +7 (at?—b*)*} ’ 


welches ein Ausdruck von der Fü re ist. Es ergiebt sich aber 


eine ähnliche Formel für jeden Zähler fy-+-g. 
Es ist nämlich 











1 1 
viay’—2by+c) vVlay’+2by+e) __ 1° 
1 1 2 A 








Y(ay’— 2by-+e) Tr Y(ay’+2by-+ ec) 


und daher 


2bdt — 








A 1 1 
rn aby dy ap wer V(ay’-+2by-+-e) 





2 In- 1 1 
rb dy Verrisze 7 V( Fe) ar] 














; d 
31 ak) | Tor, T5 rm el 
Man erhält hieraus 
dy dy 2b dt 
Y(ay’+2by +) E\ v(ay’—?by-+c) — #Zar’ 
ydy 125 ydy BL; u; 








vlay—2by+e)  Ylay’+2by+c) Dal? 
Bezeichnet man daher in (5.) die gerade Funktion der 8" Ordnung von f, 
die sich unter dem Wurzelzeichen befindet, mit T, so dafs 


‚Tr = (#—at)yYay’+P'y’+y'), 
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so ergeben sich die Gleichungen 












































. E.. ER I — 1 Ei 1 I. 2bat 
veey' + Ay? +r') Ivlay’-+2byte) T Ylay!—2byte))  YT°’ 
ydy | 1 ii; Bir. 0 7. 
v(ayt+B'y?+y') \Ylay’—2by-e) Y(ay’+2by-+e)) Pr u 
Seizt man 
2 — ylay?+2by -+-c)+ ylay — 2by-+c), 
so erhält man ganz auf dieselbe Art 
dy ( I 1 dr 
vlay'-P'y’-+7') (; (uy’—Rby-+c) Y(ay’+2by-+e)) Be „ZE 
\ ydy ( l | EL. . I rd 
Ylay + Ay’ ty’) Iylay’+2by+e) | Ylay’— 2by + eo)  yT’ 
wo T’ dieselbe Function von ?’ wie 7 von £ ist. 
Die Combination beider Substilutionen giebt 
Frta)dy WW —ft)d bg — Fir)di' 
viay Ay +Hz')ylay’+2byr+e) vT vT' 


Der oben gefundene Differentialausdruck 


(f"z’+g")dz 
yZ e 





wo Z eine ganze Funktion 8°” Ordnung von 3 ist, wird auf diese Weise 
gleich dem Aggregal zweier Ausdrücke von ähnlicher Form gefunden, 








rstmds _ Od _ d—ferde 
vZ auge vT 2. T' . 


und diese Vergleichung der auf doppeltem Wege erhaltenen Reductionen ist 
es. wodurch sich eine Transformation der Abelschen Integrale ergiebt, welche 
die den elliplischen Integralen zunächst stehende Gattung bilden. 

Da die weitere Ausbildung der hier angegebenen Substitution bei der 
grofsen Complication des Gegenstandes eine anhaltende Beschäftigung erfor- 
derte. zu welcher mir selbst mehrere andere Arbeiten nicht die gehörige 
Mufse gewährten, so hatte ich die glückliche Idee, dieselbe meinem Schüler und 
Freunde, Herrn Prof. Richelot zu übergeben, unter dessen Händen sie die- 
selbe Vollendung erhielt, welche die Landensche Substitution durch Lagrange 
und Jegendre erlangt hat. (S. Bd. XVI, S. 224 dieses Journals.) 

Man kann die gefundene Transformation nach zwei Seiten auszudehnen 
unternehmen, indem man entweder für die nächst höheren Abelschen Integrale 
eine ähnliche Transformation, oder auch für dieselben Integrale noch andere 


ji 
j 

= 

# 
j 
e 
= 
> 











EEE TERN Rh 
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von der gefundenen wesentlich verschiedene Transformationen sucht. Da 
aber bisher *) noch Niemand solche Ausdehnung geleistet hat, so habe ich. um 
dadurch vielleicht zu der Lösung dieser Probleme etwas beitragen zu können. 
den anfänglichen Weg, der zu der gefundenen Transformation geleitet, se- 


nauer angegeben. 

Die Relation zwischen y und 2°, welche die verlangte Transformation 
bewerkstelligt hat, ist ebenfalls in der oben aufgestellten Grundgleichung ent- 
halten; und kann daher auch nach der im Anfange angegebenen Methode aus 
ihr die Differentialgleichung abgeleitet werden. Es ist nämlich diese Relation 
vollständig entwickelt, 

"— (aa - by — W”—- at) t— cl — 0, 


woraus 
dy Ei 


— yet) ar) 





vlay’+e)’— 46‘ 
Durch Auflösung der Gleichung folgt 








2° = at harten). 
uch AED 4b’y’ 
a = ay’+c+ Kay +? —46y}, 
und daher 
U = yYlay’+2by+e)— ylay’—2by-+c), 
I — ylay’-2by+eo)+yYlay’—2by+e) 


t 
Es ist ferner 
("— al’)y = yYie— tt)" —at’)N. 
Multiplieirt man die vorstehende Differentialgleichung mit 
2t vier’ —1’)(b’— at’), 




















yirlay?+2by-+ e)— Yay'—2by--c)} — = 

Kr? __4N (Hat) 

Kay'2by ec) ylay'+2öy4e) = en —, 

so erhält man 

ydy 1 Rs 1 WERSE 20 
"ytay’—2by-+c)  Ylay’+2by-ec) | Dal?’ 
Fo 1 u _ ba 
viay'—2by+ec) ' Ylay’+2by-+e) b’— ut?’ 


welches die zuvor gefundenen Gleichungen sind. 


In dem 12°" Bande dieses Journals S. 182 ff. hat Herr Prof. Richelot 
das Abelsche Integral, wenn die Gröfse unter dem Wurzelzeichen lauter 
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reelle lineäre Factoren hat, auf die Form 


/7 (f-+gsin’g)dp 
y\Ad—z°”sin’gp) (1— 4’sin’p) A—u*sin’p)} 





zurückgeführt, wo z#, A, u kleiner als 1 sind. Ich will jetzt zeigen, wie man 
durch die von mir gegebene Substitution die übrigen Fälle erledigt. 
Es sei das vorgelegte Integral 
/ f dx m-+nx 
vAtBx-t Cr TDrIEr) Y(a’—2ar+ß)’ 

wo 2° — 2ar-+-/ß nicht in zwei reelle lineäre Factoren zerlegt werden kann. 
Dieser Fall umfafst alle übrigen, in welchen die 6 lineären Facloren nicht 
alle reell sind. Durch eine lineäre Substitution 





or BER 
u #2 
wo p und g reell sind, kann man immer, wie Legendre gezeigt hat, den 
Differentialausdruck 
dx 
y(4+Bax+Cx’+Dx’+ Ex‘) 





in den einfacheren 
dy 


vital TrIr) 
transformiren, wo f, 9, f, g' reell sind. Es wird dadurch das vorgelegte In- 
tegral die Form 





dy h+iy 

ve+wdvet+gy) Vlay’+2by+c) 
erhalten, wo ay’+2by--c ebenfalls nicht in reelle Factoren zerlegt werden 
kann oder 








ac —>b, 
und wo ich, was erlaubt ist, « und ce positiv annehme. 
Durch die Substitution 


2t —= Ylay’-+-2by -+c)— y(ay’ —2by -+c) 
U = Ylay’+2y-+o)+ Yay? —2by+ eo) 
erhielten wir oben 


(h-iy)dy (bh—it?)dt (bh—it?)dr 











verFgdIVet Ford) Vlay’F2öyre) N vT' 
‚T= W—-a)yf+Hh)yYf+gr) 


und 7" dieselbe Funktion von ® wie T von £ ist. 


wo 

















ke, 
& 
38 
FR 
‘4 
B 
NR 
Eau 
uk 
6 
= 
{ 
“ 
# 
3 
Pr 
- 
E92 
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Dieselbe Substitution ergab 


527 AU Me 


et’—t' 
b’—.at?” 
woraus 


T—= (fÖ + (gef gEFOHlge-fat gr), 

Es sind aber die Gröfsen 
(ge— fa’ -Afgb — (ge-fa) — Afy(wce —b'), 
(gef ar +AfyE — (ge+fa?—Af'g (ac — 6) 

immer positiv. sowohl für positive als negative Werthe von fg und fg), 
woraus folgt, dafs in den transformirten Integralen die Gröfse 7’ unter dem 
Wurzelzeichen das Product von vier reellen, in Bezug auf /° lineären Facloren 
ist. Es hat aber keine weitere Schwierigkeit, solche Integrale in die von 
Herrn Prof. ftzchelot als die kanonische gewählte Form zu bringen, wie man 
in der angeführten Abhandlung im 12‘ Bande dieses Journals sehen kann, 
wo alle hiebei vorkommenden Fälle umständlich diseulirt sind. Setzt man für 
/‘ eine neue Variable, so sieht man, dafs das Adelsche Integral, in welchem 
die Function unter dem Wurzelzeichen auf die 6' Ordnung steigt, immer in 
andere transformirt werden kann, in denen der erste und leizte Term dieser 
Function fehlt und alle ihre lineären Factoren reell sind. 

Herr Prof. ftzchelot hat die Reduction auf seine kanonische Form in dem 
Fall, wo die lineären Factoren der Function unter dem Wurzelzeichen alle reell 
sind, nicht blofs für die erste Classe der Abelschen Integrale, d. h. diejeni- 
gen, in welchen die Function unter dem Wurzelzeichen auf den 6“ Grad 
steigt, bewerkstelligt. sondern gezeigt, dafs in diesem Falle dasselbe Ver- 
fahren angewandt werden kann, auf welchen Grad auch die unter dem Wur- 
zelzeichen befindliche Function steigt. Aber für die Abelschen Integrale, in 
welchen diese Funktion den 6‘ Grad übersteigt. hat man noch keine Sub- 
stitution aufgefunden, durch welche die Reduction in den übrigen Fällen, wo 
mehrere der lineären Factoren oder alle imaginär sind, geleistet werden 
könnte. Dafs man bei der ersten Classe der Adelschen Integrale durch eine 
Substitution die Reduction in Fällen bewirken konnte, welche sich einer an- 
dern entzogen, liefs im Voraus erkennen, dafs ihre Anwendung auf die be- 
reits reducirle Form nicht wieder auf dieselbe reducirte Form zurück, sondern 
auf eine transformirte führen würde. So wird man bei den Untersuchungen 
über die höheren Classen der Abelschen Integrale gewifs sein können, dafs 
die Substitution, mittelst welcher man die Reduction in dem Falle, wo die 
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Function unter dem Wurzelzeichen nicht lauter reelle Factoren hat, bewerk- 
telligen kann, zugleich eine Transformation geben wird. 
Ich habe oben bei Anwendung der Substitution 
2 —= Ylay’--2by-+c)Fy(ay’— 2by + ec) 

vorausgeselzt, dafs die Funktion 6" Grades unter dem Wurzelzeichen wenig- 
stens eenen trinomischen Factor hat, der sich nicht in reelle lineäre Factoren 
aullösen läfst. Wäre diese Bedingung nothwendig, so würde man das von 
mir vorgeschlagene Verfahren nicht auf das bereits reducirte Integral 


/- (f+gr)dx 
J viall—a) 1 —zr) 1 — Ar) 1 — ur)! 


anwenden können, ohne dafs die erhaltene Transformation auf imaginäre Ar- 








sumente führt. Auch ist in der That Herr Prof. Aichelot auf imaginäre 
Argumente gekommen *), und hat dieselben durch das Adelsche Additions- 


— 


heorem auf reelle Argumente zurückgeführt. (S. den 16° Band dieses Jour- 
als S.224.) Ich will aber zeigen, dafs dies immer vermieden werden kann. 


-. 


*) Man gelangt nur auf imaginäre Argumente, wenn man bei dieser Substitution 

/aeobe’s von der Unterscheidung der Bedingungen 
az u 

abstrahirt, und solche Werthe des Arguments y annimmt, wofür die beiden neuen Ar- 
oumente ?T und !’ in einem und demselben Intervall des. Ausdrucks Ft liegen. Beid: 
Rücksichten sind in dieser Jacobischen Umformung nicht beobachtet worden. Er scheint 
entweder nur beabsichtigt zu haben, zu zeigen, wie seine Formel auch im Fall von lauter 
reellen Facloren unter dem gegebenen Wurzelzeichen eine einmalige Reduction in reeller 
Form mil sich führe, oder hat diese Note später noch fortsetzen wollen. Da mein: 
Transformation der Adelschen Integrale erster Ordnung nicht nur von jeder Bedingung 
‚wischen Silent 3 Moduln unabhängig ist, sondern, was ihre Haupteigenschaft ist, bei ihreı 
weitern Anwendung nicht auf die "gegebenen Integrale zurück-, sondern auf Integrale 
mit successive kleiner oder gröfser werdenden Moduln führt, so ist sie von der obigen, 
welche he bei der ersten Wiederholung auf das gegebene Integral zurückführt, wesent- 
lich verschieden. Wenn man diese letztere in die Normalform überträgt, so erhält man 
für #2 > u die Gleichungen 











A+us)dE _ ct ’r,)de, (1— e’r,)dır, ) 
v(dE) a De yasc au) 1; 
d—uf)dg _ „yA—lx)dr, em NE 
MAI: str BE) 0 ae...’ 


wor: 

yIO?— u?) A— A} — Ayl(a’— u’)(1— x°)} 

aya— u) 14) + Ye u) AR)’ 

VAN HA) NEUN) AH), 

(—u)yi TR RT KARTE A, — u) 

+u)yi0— u?) — u) 1—x°)} 
! 





nn = 





12 — m 





I.7 








- 
en BLu)yi® - u?) (1 — AP) — (Au) an (x°-- u”)\(1-—- 7°) 
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Es sei das Integral 


yaıık / (f+gr)dr 
Yiadl— a) — za) Ar) — ur)‘ 


vorgelegt, wo man z, 4, wu reell und positiv und 1>2>4TD>1r, ferner 





zwischen O und 1 annimmt. Setzt man 




















2 = en 
en u(y+1)’ 
so wir 
1+u—(l—u)y Ä 1-u+(dl—u)y 
1—ı — 1— Wc = en , 
«(y-+1) 2 | y+1 
+ u — (»’—u)y 2 + u— (A’— u) 
Ba ze = % +u (7 u)) 1 — Ir = a. M 
fehl u(y+1) r r u(y-+1) 
Iy 
de —= . a u. 
(yHN)'? 






und daher 





J— h/- (ut +fu—g\dy 
YA vr’) +Hmy)(i+ny)} 
wo 
2 Au e— u Ku 
h — FE 7)? m — u: 29 2 
A-+u)y(@+u)y(A+u)’  At4n? "+u Tate’ 


und y zwischen 1 und 3 ist. Die Substitution 
I = Ylay’-+-2by-+c)Fy(ay’—2by--c) 


bleibt immer reell, wenn in den Intervallen, in welchen sich y während der 








evi(®— m’) 1 — PP} Hlyke— m’) (1 —e})) 





ER em AH Wie] 

= Weylke—mt)(1— ce)! = —2Lyi(’—m’) 1 —P)\, 
RE = 41-1) Re )A—u’F), 
Dr = (1— a*)1— e’r?) (1— 2) A—m?r?) 


gesetzt ist, und die beiden Argumente x, und x, aus dem gegebenen Argument £ ver- 
mittelst der Gleichungen: 


Netmy zen) _ Me era 
} \c3-m 1x, un ya’ — u?) (1— us?)) 
Ve) _ AAN ERI-HN)) 
’-m/ \1—l’x 2 var — u?) (1— us”), 
or, sind. 

In dieser Form kann man sich auch durch Rechnung davon überzeugen, dafs die 
vorliegende Umformung von der oben bezeichneten reciproken Natur ist, und daher wei- 
ter angewendet auf das ursprünglich gegebene Integral zurückführt. So sind auch die 
drei Moduln c, 2, m eben solche Functionen der drei Moduln x, A, u, wie umgekehrt 


diese es von jenen sind. — Gelegentlich werde ich diesen Gegenstand ausführlicher 
verfolgen. — R. 


2% 
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Iniegration befindet, nicht blofs die Gröfse ay’--2dy--c, sondern auch die 
Gröfse ay’ — 2by--c positiv ist. Für den hier betrachteten Fall ist 


ay’--2by+c —= (1-+my)(1-+ny) 
und y zwischen 1 und 2. Es sind aber die absoluten Werthe von »n und 
n kleiner als v, und daher die vier Grölsen 1+—, 1+— immer positiv, so 
dafs die Gröfsen (1-4-my)(1--ny) und (1—my)(1—ny), wenn y von 1 bis 
1 on i . io 
— wächst, posiliv bleiben, wodurch der geforderten Bedingung Genüge 
geschieht. 
Ich setze jetzt zufolge der angewandten Substitution 
+2t = yYli-+my)(i-+ny)} —yi1—my)(i—ny)}, 
U — yll-+my)(i1-+ny)} + yil—my)(i—ny)};, 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m-+-n positiv oder ne- 
gativ ist oder, was dasselbe ist, je nachdem #A >u oder #A<Zu. Die 
Quadratwurzeln werde ich immer positiv nehmen. 
Setzt man der Kürze halber 











1— x’ =x”, 1—- "=", 1— u’ = u”, 
N”, "— u’ —=u", 2 — u? = u” 
Be Ita 2 
N = Yl#-+u)#-+u)}, 
a VA — u)?! a ht u 
nie N ’ ae; N ’ 
ß u v\u'wW"— uz'4)? a — uw" + u) 
A—u)N ° A—u)N ’ 
so wird gleichzeitig 
y= 1, E zum 6, "= d«, 
und 
Fe: OR 1 ala 3 ji au 3’ 
7 Y? = P, VE [ ® 
Es ist, wie man leicht zeigt, 
1 
+4(m-n) = a«', BB = Zum, 
ferner, da 
A— WW > uw", 1—A>zU, auch «Pf 


und daher um so mehr 


ad >, aß. 
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Es folgen demnach «, ß, P', « der Gröfse nach auf einander; diese Gröfsen 
sind sämmtlich kleiner als 1, da « <1. Wenn y von 1 bis & wächst, wird 
{ von « bis $ wachsen, 2’ von «' bis 5’ abnehmen. 
Die angewandte Substitution giebt, wenn man in den obigen Formeln 
46° — (m--.n)', a — mn, 5 
setzt, die Gleichungen 


= an 4?’ —t‘) 41? —ı*) 
BR (m-+-n)’— Amnt’ (m -+n)’— 4mnt'” 9 


GP) 


(Y-b)i—vy) = (1— Amn 1) 
(m-+n)? 


EEE-)G-5) 


4Amnt!? \° 
(' (m 5 
Amn 


wo pe 1. Die Factoren sind hier so geschrieben, dafs jeder einzelne 











-—— 





or . | 
während der Integration positiv bleibt, da, wenn y sich zwischen 1 und — 


befindet, Z in dem Intervalle von « bis %, ® in dem Intervalle von 7 bis 
a liegt. 

Um die Differentialgleichungen zu erhalten, mufs man die Zeichen so 
bestimmen, dafs, wie es die Substitution mit sich bringt, 2 und y gleichzeilig 
wachsen, aber ?' abnimmt, wenn Z wächst. Die obigen Differentialformeln für 
! und die ihnen ähnlichen für 2’ werden jetzt 

ydy ydy +2 dt 
Yvid—my)d—ny))  vidt+my)(i+Rpy)| (4 ) mt? 











\ 




















- u 4 dy + (m4tn)dt 
ndtm)dtay)ı yd—my)i—ny)) (3 ") —mnt‘ ; 
v7 ydy — 2? dt 


_— 











2 7 
n 
) — mni’’ 
2 


dy - dy gi —(mtn)d 
yıdlmy) A—ny)} yi+m)Aitny)) (?I”) —mnt” 
— | 


viii+my)(1+ny)} re en gen, & 
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Hieraus folgt, wenn #4 > u, also die oberen Zeichen gelten, 


wenn 74 


wo 








(fm [m di — 1?) dr 
Sn Seen 


u, also die untern Be gelten, 


FRE 2: en f (f'+g' Me 











u u, vird 
PREEe »....3 7.1 [um , _ 2(fu+e 
En G-mE ah ir 


Ft) = (t’ — a’)(P? —t’)(P” — t’)(a” —t?), 
Ft’) züngen (07 — a)” — A?)(E” — 2’) FE 











2. 


Sur quelques formules pour la transformatıon 


des integrales elliptiques. 
(Par M. A. Cayley.) 




















1. 
En posant dans les formules „Fund. nova p. 15 Tab. Ill.” cosy rn, 
on obtient 
dy er 2 anriee dr 
VW) Pr N) 9):  Va—r)(B-8)+ Va—P)y—d) yA—ı’) A—her 


on 








Bo (a ea} ) 
Y(@e—y)($— 6) + Yla— P)iy— 9) 
i—r _ (e— A)(P— 0) y—r, 
142 (e—y)(y—0) d—y 
Maintenant soil 

















Y-y—- PIIr-NIr—N = (ab,0,d,e\y,1) 
et proposons-nous d’introduire dans les formules les coeflicienis (a,b, e,d,« 
au lieu des racines @, , 7, d. En renvoyant d’ailleurs ä la note su 
covariants d’une fonction quadratique, cubique ou biquadratique inseree dan 
ce Journal t.L, p. 285, je pose pour abreger 
(e—P)(y—0d)=B, 
(ey) — P) 
(e—d)(P—7) 
de sorte que l’on a identiquement 
B-C+-D=V. 


Les invariants Z, J sont des fonctions rationnelles des quantites RB, €, D. 


\ 


J 


C 
D 


\ 


en effet on a 


B10-1D — 241, 
(B—-C)(C—-D)(D—-B) — 432J, 
BCD — 2356 — 27°). 


Cela etant, il suit 
2 __. fiVYC—yB\’ 
Nr (Yo VB 
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ce qui donne d’abord 


I AAR\ ap B’+BC+C 
k"+14K-1 — 16 GvcHyBy 
ou. a cause de B-UÜ+D=0, deu RU” +D’=2(B’+BC-C), 
8(B’+-C’+D) 

ÜVC+HyBy\ 








P+14R +1 — 


On Irouve ensuile 
4iyBC 


u eh 





et de la 

(vC—yB)’ P 256B’C’ 

(vC+yB)’ (iyC-+yB) 

ou en mullipliant le numeraleur et le denominalteur par (?yÜ--yB)' et posant 
D au lieu de (B-+-Ü), 


RA—Ry — 


k’(1—Kk) = 





256B?’C’D? 
(vC+yBb)'* 





es equalions donnen! 














Ai 22 B?C* D? 
(k’+14h?41)  — 2(B’+C?’+DP) 
ou. en posani 
27 1 
” ee TE ° 
a 
k’ii1—k*”)* En Mn ® 
(k+14h’ +1)  16N 
{In lrouve aussi 
192J 
ee En Zen — 
ki | 14% | 1 CL yBy‘ 


ce qui donne 





2 . KkTArF 
ivCHYB 121 


ei la iormule de transformation devient ainsi 





9 





dy _  kF1a°F1 die 
Y(a,b,c,d, e)\(y,1)" 41 Mer) —er‘) 

















ie module A etant determine par l’equation 
k’(1 —k?)' 





1 
(k+14h?+1)? 16’ 
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ou 








Cela revient a une formule que j’ai donnee dans le memoire intitule „On the 

reduction of du—yÜU when U is a function of the fourth order” Camb. 

and Dublin Math. Journal t.1, p. 70, et de laquelle j’ai deduit des consäquences 

que je vais reproduire ici. En eflet l’equation en A peut s’ecerire sous la forme 
(k--14R +1? — 16NK (RR — 1) — 0, 


c’est a dire 
4 


(4414) —16N(k—) = 0; 


en ecerivant 


on oblient pour 4 l’equalion tres - simple 
”—N$—1) = 0. 


et on a ensuite 





ja — 749441348 
es 3—1 


ce qui donne aussi 
Dee 2+y3+% 
yv#—1 
Soit A— /* l’une des valeurs de A, l’equation en k devient 


(+14? +1)? (A°+148°+1)° 
PriRr—) 7  BUrBt—1) ° 
LP). u 


equation a laquelle on satisfait, en outre, par la valeur k= (175 











effet cette valeur donne 


’ . 16(8°+148°41)° 2 SsPA+P?) 
K-14R 1 — ern Re, 


expressions qui rendent l’equation identique. Cela fait voir que l’&qualion 
peut s’ecrire sous la forme 











war Hr EN — 


E-PXR- RG) E-EH Ie- GE) e- E) 


Journal für Mathematik Bd. LV. Heft. 3 
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et les racines de l’equalion en A” sont 

24 1 I— p\' 1+/\' 1—Bi\* 1 + Bin! 

I?» ß' 9 (173 b 5) - TR) 5 » 2) . 
ce qui s’accorde avec un r6sullat obtenu par Abel (voir les oeuvres d’Abel 
t. I. p. 310). 


Je fais observer ä present qu’en &erivant 


BEN 30 
N] — 
20 — 3’ 
on oblient pour ® l’equalion (27 —4N)o’--27X(@ —1)=0, qui, en posant 
-27N r - 
M = -— qy; du ce qui est la meme chose 
4 31V 
I?° 
M = <> 
43° 


devient 


© — Mo—1) = 0. 
Cette equation est pr&eis6ment la m&eme que celle ä laquelle je suis parvenu 
dans la note sur les covariants ele. ci-dessus eilee. La quanlite @ est liee au 
module A par la relation 
__ 3ya—1+2/205 —3 
— Tas 
On peut introduire M au lieu de N dans l’equation en A, et en combinant les 
formules precedemment obtenues, on trouve 

dy N ES rTSue dr 


Ya, b,c,d,e\(y,1)* 21 ya-arj—hrr) ” 


li 























ou 
27 (1 HIHI) O34<———,. u 
(1 +-K)?(1--34h?+Kt)t 4M. M— 
ou ce qui revient a la m&me chose, 


E_ 3ya—1+2Y20—3 


4J 





I’ 
12 9 


© — Mo—l) —= 0. 





’ 


yo+3 
De l’equation entre A et 9 on deduit facilement la relation 
MA 4H1 0— 9 





"3411 — 29-3 
et en substituant dans ceite equation pour 4 sa valeur on obtient 
1-34 Aa 





—3(1 HAI) — =’ 


ce qui est encore une forme de la relation entre k et @. 
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BE. 

On peut obtenir les resultats qui viennent d’etre deduits de la formule 
de Jacobi, en prenant pour point de depart la transformation d’une fonction 
du quatrieme ordre dans sa forme canonique. Je suppose d’abord que l’on 
a idenliquement 


| 


Ac+uy) + (Nc+uWy)’+609(r + uy)We-uy) 


4 A| BAm2.2 
a -+yı+b0aiyı. 


(a,b, c,d, e)(®, y) 


| 


Cela etant je pose Au — Wu A, et je forme les covariants des deux ex- 
pressions, on obtient par la propriete fondamentale de ces fonctions 


I — (1 +30), 


J = 10-6), 

U— ai yı+ Waiyı; 

H —= 41(01340,441-— 36 ciyi), 
BB —= LM —N)z,yı(al—yı). 


De ces relations on tire 

J ? 00° 
yuft 1+30° ? 
F (6 — 0°)? 
E (1+30*)? ? 





de sorte qu’en posant 
I’ 


M= -n; 





on aura pour determiner #, l’equation 
(+30 





Dorn 4M 
et pour determiner xX,,. Yı les &quations 
U= ri-+yı+60cy:. 
tn 


Je fais observer qu’en designant par A un coefficient tel que UÜ+6iH soit 
un carre parfait, on obtient pour A l’equation 
1— W1—547J = 0. 
En effet le cubicovariant & d’une fonction qui est un carre parfait est iden- 
tiquement egal aA zero, et le cubicovariant de la fonction U+6AH est 
(1— 91— 544° J)D, on a donc pour A l’equation qui vient d’etre proposee: 
3 %* 
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cela pose, en observant que 


I 1.@° O0’ 1 
fir ee u ae 
ne 1130: A 0 Tilo 
on aura pour une des valeurs de 4, 
ee. 


ee == Z, 


et en effet celte valeur donne 





I Od —-o) 
targe +30) 0. 


ce qui est l’equalion en 0. Cela etant, je pose 
Fi 


A > u au au 


6) m,’ 
alors @, sera une racine de l’@quation 
a — Mo—1) —= (0, 


on obtient 





no. 
er er IE 
et de la 
. ut 
0° pn -- — 6 
9,+3 


Soient ®,, @, les deux autres racines de l’&qualion en @, on aura 





0-08, = —(;, 
ei o, 
ww — u 
ce qui donne 
(©, — ©) — MIITE u 5. 
! o,—1 0° 
On pourra done €crire 
P zum Ss 
a,—®, 


et au moyen des valeurs de Ü, H on obtient, par une Ires-simple reduction. 
les trois equations suivantes 


IH — oJU = (%—@)J(aj+yi), 





IH—- oJU = — (oa, —o)I(—y), 
zu ( ns (8, — 5,) 2 an 
IH—-oJU — — ” Er J.Artyi, 


dont deux quelconques donnent les valeurs de x,, y,; ainsi on a obtenu la 
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\4+ 


solution complete du probleme de la reduction de la fonction (a,b,e,d,e)(x,y) 
a la forme canonique. 

Je fais observer que ces &quations montrent a posteriori que les ex- 
pressions JH— ©, JU, IH — ©JU, IH— @JÜU sont toutes les trois des 
carres de fonctions quadraliques. Je fais observer, en oulre, que si l’on forme 
la valeur de l’expression 
(@,— ©,)YIH — 8,JU+(0,— o,)yIH— @,JU + (o, — ©.) YIH— 0,JU, 


en posant pour un moment  — 8, —c, 9, —,—=/P, © ——y, l’ex- 














pression dont il s’agit sera @gale, a un facteur constant pres, ä 
/ Pen P. | AN 2 B. , . In r r 
yes ty)teyPi—yı)tiyy.Acıy: 
ou, ce qui est la m&äme chose ä 
/ a 4// ln, > AN nv 
(ya+iyp, 217%; Vye— typ), Yı)“ 
Or, cette fonction doit Eire un carre parfait, ce qu’on reconnait en ellet, en 
se rappelant que 
2 sat 12 Bi. - 2 Be RR 
(ya+-eyp)(ye 2y/) (2y7) = ea 7pP7Ty —(. 
Sa racine carrece sera, a un facleur constant pres, (Yyatiyp)z,—iyyy,, el 
cette derniere fonction sera un des facleurs lineaires de ERBE ENT POICN 
Pour vecrifier cela je ur 21 +Yyı769r)y7=0, ce qui donne 
Blo) 


— 35,+0,—o, 




















30-1 | HEIEE «9, 
et -(y— —- = Or 30-+- da 1 — =. a, 
a ze a,)__20,— 2m, __ _2@ BEN Wo yeH_ ee 
*,— u, G,— 0, —y ıyY 
Ke 
el de meme 72, le facleur lineaire sera done 2yy.2,— (yatiyp)y, 


ou, ce qui revient ä la m&me chose, (y@--2yP)x@,--?yyy,, ce qu'il s’agissait 
de demontrer. 
HER. 

Pour obtenir la formule qui sert ä la transformation d’une integrale 
elliptique, il faut presenter les resultats precedemment obtenus sous une forme 
un peu differente. J’ecris 

(a,b,c,d, e\'y, = (+ uy!— (+ R)a-uy®@+Wy? RW u'y) 
— MW +-uy).1— z)1— Ar), 


A+wy 
A+uy 


ou 


eo uun 
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Cela pose, en remplagant comme auparavant Aw'— 4u par A, et en formant 
les covariants,. on obtient 


I — 7,1(1414R 1%) 


J = 3,1; (1-+K’)(1— 34K’+K%) 

U— (+ uy){11— (14 k’).a’ + k'rt) 

H= — 5A -+uyi2 (14 K)— A110 + KH) 42 (14 AR)e* 
pP= 4f(G-+uy)A— Kali Kat). 


On a d’abord 
27(1 4141? -19)° 


(1+%?)?(1 — 34 k’+ ht)” — 4M, 





3 


I 
en posani comme auparavanl M= 5; on obtient ensuite 


121 
1+14h’+K*? 





NM 


et en remarquant que l’equation entre x et y donne 





in — M—Kudy _ _Ady 
7 u 9772 
on trouve 
dy Br ee dx 














V\a, b, C; d, e)(Y; 1)‘ 4 Yyi—.x?) 1—h?r?)’ 


c'est a dire 








dy __ /RPTTARH1 RUE. 
B u © (Aa) (1 ker)’ 
V(a, b,c,d,e)(y, 1)‘ yvt— a’) — Kr‘) 
ce qui s’accorde avec la formule ci-dessus trouvee; pour complelter la solu- 
tion, je pose 











1— 34h’ +K' 1 
—3(1-+14k?’+%*) @, 


®, sera une des racines de l’equalion 
o — NMo—1) = 0, 


en representant par @,, @, les deux autres racines, on obtient 











& _ 1+6k-+4° 
20, = —O, Sr k 
er _ 41—6k-+%? 
208, — — Ws; I 


et ensuite 
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IH—- o,JU = J(4--uy)(@,— ®)(1-+kır?)), 
IH— oJU — J(1--uy)(o,—©)(1— ka”), 





IH — o,JU — J ur We Da Bann (,+uy)'.4k?. 


0 


Donc en posant , — 9, —a, 9 —f,  —d,—y,ona 











(©, — @,) YIH— © JU- (9, — ©) YIH— ©JU--(o, — ®,) YIH— o,JU 


— J(1-+ uy)' Vap(ya --iyP-+tyyzyk). 
de mä&me 


(@, — ©,)YIH — ©, JU -- (o, — @,) yYIH— ©, JU — (o, — @®,) YIH — @,JU 
— J(4-1 uy)'yap(yatiyß— eyyzyk), 











et de la enfin, en remplagant «, ?, y par leurs valeurs, 











(2, —@,) YIH— a, JU+ (9, —@,)YIH—»,JU+(o, — @,) YIH— 5,JU 
(©, — 8,) YIH— »,JU+(@, — o,) YIH—»,JU—(@, — o,) YIH— o,JU 


/ > u 2 Zesemeie . u. COiUeRD 
= rer 
mE ’ 


























/ N u. Ri, 
\@,—9o,-+iyo,—o —iya —o,ryhl 


equation dont le premier membre est le carre d’une fraction rationnelle de la 
forme 
A-+Br 
C+Dx 
EV. 

Je terminerai ces recherches en demontrant le theoreme de M. Hermite 
dont j’ai parle dans la note sur les covariants etc. ci-dessus citee. L’identite 
JU’— IUH-4H — —# 

peut etre mise sous la forme 
H H° D\? 
-IHH17 Ag = (m)U 
Posons maintenant 
H 


formule dans laquelle je suppose qu’on ait fait y— 1, de maniere que U, H 
soient des fonctions rationelles et entieres de la seule variable x, savoir 


U= (a,b, c,d,e)(x,1)' 
H = (ac—b, 1(ad— bc), L(ae+2bd — 3c), 4(be— cd), ce— d’)(z,1)*. 
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alors on aura 





VZIFET IE — Ayla, b,0,d,e)/(e,1) 


el 
UdH— Hau 
U? B 
En verlu de la theorie de Jacob, UdH— HdU est de la forme M&$dr, ou M 


est un facteur constant; on trouve en effet tres-facilement UdH— HAU— 2$dr, 





d > = 


d’ou Von deduit la formule 
dz 2dr 


_— J+2I— re 











— —. 
V(a,b,c,d,e)(x,1)' 

et je fais observer que l'integrale du premier membre se ramene immediate- 
Pr’ 


ment a une forme qui ne conlient que la seule constante M= FL 


Londres 9 avril 1856. 








3. 
Über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen. 
(Von Herrn H. Helmholtz. ) 


Es sind bisher Integrale der hydrodynamischen Gleichungen fast nur 
unter der Voraussetzung gesucht worden, dafs die rechtwinkligen Componen- 
ten der Geschwindigkeit jedes Wassertheilchens gleich gesetzt werden können 
den nach den entsprechenden Richtungen genommenen Differentialquotienten 
einer bestimmten Function, welche wir das G@eschwindigkeitspotential nennen 
wollen. Allerdings hat schon Lagrange *) nachgewiesen. dafs diese Vor- 
ausselzung zulässig ist, so oft die Bewegung der Wassermasse unter dem 
Einfiusse von Kräften entstanden ist und fortgesetzt wird. welche selbst als 
Differentialquotienten eines Kräftepotentials dargestelli werden können, und 
dafs auch der Einflufs bewegter fester Körper. welche mit der Flüssigkeit in 
Berührung kommen, die Gültigkeit jener Voraussetzung nicht abändert. Da 
nun die meisten mathematisch gut definirbaren Naturkräfte als die Differential- 
quotienten eines Krältepotentials dargestellt werden können, so fallen auch 
bei weitem die meisten mathematisch zu behandelnden Fälle von Flüssigkeits- 
bewegung in die Zahl derer, bei denen ein Geschwindigkeitspotential existirt. 

Indessen hat schon Euler **) darauf aufmerksam gemacht. dafs es doch 
auch Fälle von Flüssigkeitsbewegung giebt. in denen kein Geschwindigkeits- 
potential existirt, z. B. die Drehung einer Flüssigkeit um eine Axe mit gleicher 
Winkelgeschwindigkeit aller Theilchen.. Zu den Kräften, welche solche Arten 
von Bewegungen hervorbringen können, gehören magnetische Kräfte, welche 
auf eine von electrischen Strömen durchlaufene Flüssigkeit wirken, und na- 
mentlich die Reibung der Flüssigkeitstheilchen an einander und an festen 
Körpern. Der Einflufs der Reibung auf Flüssigkeiten konnte bisher noch nicht 
mathematisch definirt werden, und doch ist derselbe in allen Fällen. wo es 
sich nicht um unendlich kleine Schwingungen handelt. sehr grofs, und bringt 





*) Mecanique analytique. Paris 1815. T.II, p. 304. 
**) Histoire de l’Acad. des Sciences de Berlin. An. 1755, p. 292. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft i. 4 
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die bedeutendsten Abweichungen zwischen der Theorie und der Wirklichkeit 
hervor. Die Schwierigkeit diesen Einflufs zu definiren, und Methoden zu 
seiner Messung zu finden, beruhte zum grofsen Theile wohl auch darin, dafs 
man keine Anschauung von den Formen der Bewegung hatte, welche die 
Reibung in der Flüssigkeit hervorbringt. In dieser Beziehung schien mir da- 
her eine Untersuchung der Bewegungsformen, bei denen kein Geschwindig- 
keitspolential exislirl. von Wichligkeit zu sein. 

Die folgende Untersuchung wird nun lehren, dafs in den Fällen, wo 
ein Geschwindigkeitspotential existirt, die kleinsten Wasseriheilchen keine 
Rotationsbewegungen haben, wohl aber ist wenigstens ein Theil der Wasser- 
Iheilchen in Rotation begriffen in solchen Fällen, wo kein Geschwindigkeits- 
potenlial existirt. 

Wirbellinien nenne ich Linien, welche durch die Flüssigkeilsmasse so 
sezogen sind, dafs ihre Richtung überall mit der Richtung der augenblick- 
lichen Rotationsaxe der in ihnen liegenden Wasserlheilchen zusammentrifft. 

Wirbelfäden nenne ich Theile der Wassermasse, welche man dadurch 
aus ihr herausschneidet, dafs man durch alle Puncte des Umfangs eines un- 
endlich kleinen Flächenelements die entsprechenden Wirbellinien construirt. 

Die Untersuchung ergiebt nun, dafs wenn für alle Kräfte, welche auf 
die Flüssigkeit wirken, ein Kräftepotenlial existirt 

1) kein Wasserlheilchen in Rotation kommt, welches nicht von Anfang an 
in Rotation begriffen ist. 

2) Die Wassertheilchen, welche zu irgend einer Zeit derselben Wirbel- 
linie angehören, auch indem sie sich fortbewegen, immer zu derselben 
Wirbellinie gehörig bleiben. 

3) Dafs das Product aus dem Querschnitte und der Rolalionsgeschwindig- 
keit eines unendlich dünnen Wirbelfadens längs der ganzen Länge des 
Fadens constant ist, und auch bei der Fortbewegung des Fadens den- 
selben Werth behält. Die Wirbelfäden müssen deshalb innerhalb der 
Flüssigkeit in sich zurücklaufen, oder können nur an ihren Grenzen 


endigen. 

Dieser letztere Satz macht es möglich die Rotationsgeschwindigkeiten 
zu besliimmen, wenn die Form der betreffenden Wirbelfäden zu verschiedenen 
Zeiten gegeben ist. Ferner wird die Aufgabe gelöst, die Geschwindigkeiten 
der Wassertheilchen für einen gewissen Zeitpunkt zu beslimmen, wenn für 
diesen Zeitpunkt die Rolalionsgeschwindigkeiten gegeben sind; nur bleibt da- 





WEN nen 
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bei eine willkührliche Function unbestimmt. welche zur Erfüllung der Grenz- 
bedingungen verwendet werden mufs. 

Diese letztere Aufgabe führt zu einer merkwürdigen Analogie der 
Wirbelbewegungen des Wassers mit den electromagnelischen Wirkungen electri- 
scher Ströme. Wenn nämlich in einem einfach zusammenhängenden *). mil 
bewegter Flüssigkeit gefüllien Raume ein Geschwindigkeitspotential existirt. 
sind die Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich und gleichgerichtet den 
Kräften, welche eine gewisse Vertheilung magnelischer Massen an der Ober- 
fläche des Raums auf ein magnetisches Theilchen im Innern ausüben würde. 
Wenn dagegen in einem solchen Raume Wirbelfäden existiren, so sind die 
Geschwindigkeiten der Wassertheilchen gleich zu seizen den auf ein magne- 
tisches Theilchen ausgeübten Kräften geschlossener electrischer Ströme, welche 
theils durch die Wirbelfäden im Innern der Masse, theils in ihrer Oberfläche 
fliefsen,. und deren Intensität dem Product aus dem Querschnitt der Wirbel- 
fäden und ihrer Rotalionsgeschwindigkeit proportional ist. 

Ich werde mir deshalb im Folgenden öfter erlauben, die Anwesenheit 
von imagnelischen Massen oder electrischen Strömen zu fingiren, blos um da- 
durch für die Natur von Functionen einen kürzeren und anschaulicheren Aus- 
druck zu gewinnen, die eben solche Funclionen der Coordinaten sind, wie 
die Potentialfunctionen, oder Anziehungskräfte, welche jenen Massen oder 
Strömen für ein magnelisches Theilchen zukommen. | 

Durch diese Sätze wird die Reihe der Bewegungsformen, welche in 
der nicht behandelten Klasse der Integrale der hydrodynamischen Gleichungen 
verborgen sind, wenigstens für die Vorstellung zugänglich, wenn auch ‚die 
vollständige Ausführung der Integration nur in wenigen einfachsten Fällen 
möglich ist, wo nur ein oder zwei geradlinige oder kreisförmige Wirbelfäden 
vorhanden sind in unbegrenzten oder durch eine unendliche Ebene theilweis 
begrenzten Wassermassen. 

Es läfst sich nachweisen, dafs geradlinige parallele Wirbelfäden in einer 
Wassermasse, die nur durch senkrecht gegen die Fäden gestellte Ebenen be- 





*) Ich nehme diesen Ausdruck in demselben Sinne, in welchem Riemann (dieses 
Journal Bd. LIV, S. 108) von einfach und mehrfach zusammenhängenden Flächen spricht. 
Ein nfach zusammenhängender Raum ist danach ein solcher, durch den n—1, aber nicht 
mehrere Schnittflächen gelegt werden können, ohne den Raum in zwei vollständig ge- 
irennte Theile zu trennen. Ein Ring ist also in diesem Sinne ein zweifach zusammen- 
hängender Raum. Die Schnittflächen müssen ringsum durch die Linie, in der sie die 
Oberfläche des Raums schneiden, vollständig begrenzt sein. 


4 * 
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grenzt ist, um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt rotiren, wenn man zur 
Bestimmung dieses Punktes, die Rotationsgeschwindigkeit gleich der Dichtig- 
keit einer Masse betrachtet. Die Lage des Schwerpunkts bleibt unverändert. 
Bei kreisförmigen Wirbelfäden dagegen, die alle auf einer gemeinsamen Axe 


senkrecht stehen, bewegt sich der Schwerpunkt ihres Querschnitts parallel der 
Axe fort. 


$. 1. 

Es sei innerhalb einer tropfbaren Flüssigkeit in dem Punkte, der durch 
die rechtwinkligen Coordinaten x, y, x bestimmt ist, zur Zeit Z der Druck 
gleich p», die den drei Goordinataxen parallelen Componenten der Geschwin- 
digkeit #, », 20, die Componenten der auf die Einheit der flüssigen Masse 
wirkenden äufseren Kräfte Ä, Y und Z, und die Dichtigkeit, deren Aen- 
derungen als verschwindend klein angesehen werden, gleich 4, so sind die 
bekannten Bewegungsgleichungen für die inneren Punkte der Flüssigkeit: 


v 1 db _ du , „du , du ‚du 
An ern 
| v_i dp __ dv | ö dv >4 dv , i dv 
(1.) En dy TI 
| . 1 d» dw , dw dw dw 
hl: 3 eh Wi Be 
0 du , dv , dw 








de ' dy !' & 


Man hat bisher fast ausschliefslich nur solche Fälle behandelt, wo nicht 
nur die Kräfte A, Y und Z ein Potential V haben, also auf die Form ge- 
bracht werden können 

| . daV . AV dV 
(la) A=—. en “A 


dx ci u” 





sondern auch aufserdem ein Geschwindigkeitspotential % gefunden werden 
kann, so dals 


Be. ._. dep ‚__ dp 
H). Meran u. ’ hurde 


Dadurch vereinfacht sich die Aufgabe aufserordentlich, indem die drei ersten 








der Gleichungen (1.) eine gemeinsame Integralgleichung geben, aus der » zu 
finden ist, nachdem man % der vierten Gleichung gemäls bestimmt hat, welche 
in diesem Falle die Gestalt annimmt: 








J?n 2 2 
rt N ar 


da? dz? 


dy 
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also mit der bekannten Differentialgleichung für das Potential magnelischer 
Massen übereinstimmt, welche aufserhalb des Raumes liegen, für den diese 
Gleichung gelten soll. Auch ist bekannt, dafs jede Function y, welche die 
obige Differentialgleichung innerhalb eines einfach zusammenhängenden *) 
Raumes erfüllt, als das Potential einer bestimmten Vertheilung magnelischer 
Massen an der Oberfläche des Raumes ausgedrückt werden kann, wie ich 
schon in der Einleitung angeführt habe. 

Damit.die in der Gleichung (1b.) verlangte Substitution gemacht wer- 
den könne, mufs sein 


du dv dı dw dıv dv 


(1c.) dv de A a . u Trade 





Um die mechanische Bedeutung dieser letzteren drei Bedingungen zu ver- 
stehen, können wir uns die Veränderung, welche irgend ein unendlich kleines 
Wasservolum in dem Zeittheilchen d? erleidet, zusammengesetzt denken aus 
drei verschiedenen Bewegungen: 1) einer Fortführung des Wassertheilchens 
durch den Raum hin, 2) einer Ausdehnung oder Zusammenziehung des Theil- 
chens nach drei Hauptdilatationsrichtungen, wobei ein jedes aus Wasser gebil- 
dete rechtwinklige Parallelepipedon, dessen Seiten den Hauptdilatationsrichtungen 
parallel sind, rechtwinklig bleibt, während seine Seiten zwar ihre Länge 
ändern, aber ihren früheren Richtungen parallel bleiben, 3) einer Drehung m 
eine beliebig gerichtete temporäre Rotationsaxe, welche Drehung nach einem 
bekannten Satze immer als Resultante dreier Drehungen um die Coordinat- 
axen angesehen werden kann. 

Sind in dem Punkte, dessen Coordinataxen x, y und 3 sind, die unter 
(1c.) aufgestellten Bedingungen erfüllt, so wollen wir die Werthe von ®, v, w 
und ihren Differentialquotienten in jenem Punkte folgendermafsen bezeichnen: 











; 4 du dw dv 
= en — - — oO 
. dır r dy dz 2 
dv du dw 
’ dy ' dz da 2 
ee  . dw u dv ee, 4 
16D0 Be da et 4 





*) In mehrfach zusammenhängenden Räumen kann @ mehrdeutig werden, und für 
mehrdeutige Functionen, die der obigen Differentialgleichung Genüge thun, gilt der Fun- 
damentalsatz von Green’s Theorie der Electricität (dieses Journal Bd. XLIV, S. 360) 
nicht, und demgemäfs auch ein grofser Theil der aus ihm herfliefsenden Sätze nicht, welche 
Gaufs und Green für die magnetischen Potentialfunctionen aufgestellt haben, die ihrer 
Natur nach immer eindeutig sind. 
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und erhalten dann für Punkte, deren Coordinaten x, y, x unendlich wenig 
von r. 9. 3 verschieden sind: 


u— Atalr—v)+Y(y—W+RR—).: 


I 


[ — | Ar » . ie H f P 2 
ve = B+y(e—Y4by—N+tals— 3), 
w — C++ P(e— N) +to(y—y)+ez—3), 


oder wenn wir selzen 
3 / \2 a \2 | u T 
y = 4Ar—n)+B(y—y)+C(e— „»H+4alr—v’+4b(y—y’-t4elz—;) 


| f - fin /® » .«\/s ,\ / . ” 
eye — 2» Pen) —zZ)trYre—r)(y—y). 


N 


so Ist 


N... ee 


dx ’ dy dz 





Es ist bekannt, dafs man durch eine geeignete Wahl anders gerichteter recht- 
winkliger Coordinaten &,. Yı, &, deren Mittelpunkt im Punkte x, 9, 3 liegt. 
den Ausdruck für g auf die Form bringen kann 


— A,z, _- 


| ıYı+ Ü2;, +4a,27 +45, yırtozi, 
wo dann die nach diesen neuen Coordinataxen zerlegten Geschwindigkeiten 


“,. v,. ww, die Werthe erhalten 
u—= A taz. „—=B,-+by,, w —=U-+c2. 

Die der x, Axe parallele Geschwindigkeit «, ist also gleich für alle Wasser- 
theilchen für welche x, denselben Werth hat, oder Wassertheilchen, welche 
zu Anfang des Zeittheilchens df in einer den y,z, parallelen Ebene liegen, 
sind auch am Schlusse des Zeittheilchens d? in einer solchen. Dasselbe gilt 
für die z,y, und x,%, Ebene. Wenn wir also ein Parallelepipedon durch 
drei den letztgenannten Coordinatebenen parallele und ihnen unendlich nahe 
Ebenen begrenzt denken, so bilden die darin eingeschlossenen Wassertheil- 
chen auch nach Ablauf des Zeittheilchens di ein rechtwinkliges Parallelepipedon, 
dessen Flächen denselben Coordinatebenen parallel sind. Die ganze Bewe- 
sung eines solchen unendlich kleinen Parallelepipedon ist also unter der in 
(1.c.) ausgesprochenen Voraussetzung zusammengesetzt nur aus einer Trans- 
lationsbewegung im Raume, und einer Ausdehnung oder Zusammenziehung 
seiner Kanten, und es ist keine Drehung desselben vorhanden. 


Kehren wir zurück zu dem ersten Coordinatsystem der x, y, z und 
denken wir nun zu den bisher vorhandenen Bewegungen der den Punct xyz 
umgebenden unendlich kleinen Wassermasse noch Rotationsbewegungen um 
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Axen, die denen der x, y und x parallel sind, und durch den Punet xyz 
gehen, hinzugefügt, deren Winkelgeschwindigkeiten beziehlich sein mögen 
5, n, 5 so sind die davon herrührenden Geschwindigkeitscomponenten parallel 
den CGoordinataxen der &, y, 3 beziehlich 
0, 235 (95 

— (3 —3)n, 0, (@—r)n, 

v9 — (2 —1)5, 0. 
Die Geschwindigkeiten des Theilchens, dessen Coordinaten ©, y, 2 sind, wer- 
den nun also 
A+ae N) FI -WILP-ME—H: 
B+Y—- DEN ToH-NYttetN&—3) 
w—= CHlP+mMe—nt+a—sSIy-Ntez—3) 


Daraus folgt durch Differenziren 


u 


| 


® 


| 


/ dv dıw 9; 





dz er a, 
{ dw du , 
m 
HN. AN, 
dy da 


Die Grölsen der linken Seite also, welche nach den Gleichungen (1c.) gleich 
Null sein müssen, wenn ein Geschwindigkeitspotential existiren soll, sind 
gleich den doppelten Rotationsgeschwindigkeilen der betreffenden Wasser- 
theilchen um die drei Coordinataxen. Die Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials schliefst die Existenz von Rotationsbewegungen der Wassertheil- 
chen aus. 

Als eine weitere characteristische Eigenthümlichkeit der Flüssigkeits- 
bewegung mit einem Geschwindigkeitspotential soll hier ferner noch angeführ! 
werden, dafs in einem ganz von festen Wänden eingeschlossenen, ganz mit 
Flüssigkeit gefüllten und einfach zusammenhängendem Raume S keine solche 
Bewegung vorkommen kann. Denn wenn wir mit n die nach innen ge- 
richtete Normale der Oberfläche eines solchen Raumes bezeichnen, mufs die 


a en 1 U dp . i 
zur Wand senkrecht gerichtete Geschwindigkeitscomponente Te überall gleich 


Null sein. Dann ist nach einem bekannten Satze *) von Green 





*) Der vorher schon angeführte Satz in diesem Journal Bd. LIV. S. 108, welcher 
nicht für mehrfach zusammenhängende Räume gilt. 
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HE T (GE) - 5) |dr.dy dz ——— f do, 





wo links die Integration über den ganzen Raum 8, rechts über die ganze 
Oberfläche von 8, deren Flächenelement mit do bezeichnet ist. ausgedehn! 


dep 
dn 


auch das Integral links gleich Null sein, was nur der Fall sein kann. wenn 


werden mulfs. Ist nun 





an der ganzen Oberfläche gleich Null, so mufs 


im ganzen Raume 8 
dp dp do 


dr dy dx 








== 0), 


also gar keine Bewegung des Wassers stlaltfinde. Jede Bewegung einer 

begrenzten Flüssigkeilsmasse in einem einfach zusammenhängenden Raume, 

die ein Geschwindigkeitspotenlial hat, ist also nothwendig mit einer Bewegung 

der Oberfläche der Flüssigkeit verbunden. Ist diese Bewegung der Ober- 
dy 


läche, d. h. E vollständig gegeben. so ist dadurch auch die ganze Be- 
n 


wegung der eingeschlossenen Flüssigkeilsmasse eindeutig bestimmt. Denn 
gäbe es zwei Funktionen %, und g,, welche gleichzeitig im Inneren des 
Raumes S der Gleichung 
dp, Pe, dp 
dt 





und an der Oberfläche die Bedingung 


do Ben 
dn h 





erfüllten. wo ı die durch die gegebene Bewegung der Oberfläche bedingten 


Ip 
\Werthe von Fr bezeichnet, so würde auch die Function (9 — Y,) die erstere 


Bedingung im Innern von NS erfüllen, an der Oberfläche aber 





dKp,— Pu) De 
dn er 
sein. woraus wie eben gezeigt ist, auch für das ganze Innere von 8 folgen 
würde 
dp,—-Pu) _ dp, — Yu) __ dp, — Pu) ag 


— —— 


dx dy dz 











Beiden Funclionen würden also genau dieselben Geschwindigkeiten auch im 
ganzen Innern von ‚S entsprechen. 
Also nur in dem Falle, wo kein Geschwindigkeitspotential existirt, 


können Drehungen der Wassertheilchen, und in sich zurücklaufende Bewegungen 
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innerhalb einfach zusammenhängender ganz geschlossener Räume vorkommen. 
Wir können daher die Bewegungen, denen ein Geschwindigkeitspotential nicht 
zukommt, im Allgemeinen als Mrrbelbeweyungen characterisiren. 


$. 2. 
Wir wollen zunächst die Aenderungen der Rotalionsgeschwindigkeilten 
5, n und © während der Bewegung bestimmen, wenn nur Kräfte wirken, 
denen ein Krältepolential zukommt. Ich bemerke zunächst im Allgemeinen, 
dafs wenn eine Funelion von X, y, 2, £ ist, und um Öw wächst, während 


die leizteren vier Gröfsen um Ox, Oy, Oz und Öl wachsen, wir haben 





dv = dıy d2 
gott 


Or 
| dy 


on, __ dv. ig dıy 
ne 0 


de 
Soll nun die Aenderung von » während des Zeittheilchens Öf für ein con- 
stant bleibendes Wassertheilchen bestimmt werden, so müssen wir den Grö- 
[sen Or, Öy und Ös dieselben Werthe geben, welche sie für das bewegte 
Wassertheilchen haben, nämlich 

or = uöl, oy = vol, 02 = wöl 
und erhalten 





ww Miu nd 


da ' "2 
Das Zeichen on werde ich im Folgenden immer nur in dem Sinne gebrau- 
chen, dafs va die Aenderung von ı» während der Zeit dt für dasselbe 


Wassertheilchen bezeichnet, dessen Coordinaten zu Anfang der Zeit dt x, y 
und 2 waren. 

Indem wir aus den ersten der Gleichungen (1.) mit Hülfe von Diffe- 
rentiationen die Gröfse p eliminiren, und dabei die Bezeichnungen der Glei- 
chungen (2.) einführen, und für die Kräfte X,_Y, Z die Gleichungen (1a.) 
als erfüllbar betrachten, erhalten wir folgende drei Gleichungen: 


o& du Bi. du 
er ar ae K 


- 
3.) ” % E19 F- 71 ee ’ 
oL Nu a 
ot dx rm Br 


oder auch 
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o& ie dw 
ee ee ui 
ot da dı dx 
. a) m 
(3 a.) bc nn or, rn 
ol dy d . dy 
oc 3 ei L en 
Wenn in einem Wassertheilchen 5, n und { gleichzeitig gleich Null sind, sind auch 
a 0 
Du u 


Diejenigen Wassertheilchen also, welche nicht schon Rotationsbeweyungen 
haben, bekommen auch im Verlaufe der Zeit keine Rotationsbewegungen. 


Bekanntlich kann man Rotationen nach der Methode des Parallelo- 
eramms der Kräfte zusammensetzen. Sind 5, n, & die Rotationsgeschwindig- 
keiten um die Coordinalaxen, so ist die Rotationsgeschwindigkeit 4 um die 
augenblickliche Axe der Rolalion 





> 


in a I ar 
gg pe TIn 


und die Cosinus der W inkel, welche diese Axe mit den Coordinaten bildet. 


2 


Ta 


— und — 
, q q7 


c N 
sind bezieblich — 
1 


Wenn wir nun in Richtung dieser augenblicklichen Drehungsaxe, das 
unendlich kleine Stück ge abschneiden, so sind die Projectionen dieses Stückes 
auf die drei Coordinataxen beziehlich &5, en und ©. Während im Punkte 
X, Y, % die Componenten der Geschwindigkeit «, v und w sind. sind sie 
am anderen Endpunkt von gs beziehlich 


„du | du , „ du 
u, = uU- "Zur a AL] a: 
ee 2 dv | A dv R, En 
de Kira er Pr dy Fr 


dw 








Be > de 





Nach Verlauf der Zeit d? haben also die der Entfernung der 
beiden Wassertheilchen, welche zu Anfang von d£ das Stück ge begrenzten, 
einen Werth erlangt, welchen man mit Berücksichtigung der Gleichungen (3.) 
folgendermafsen schreiben kann: 
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&+-(m—u)dt = e(& De di), 
en + (U —v)di = — e(7 T3 dt), 
e£& + (wm — w)dt — e(£ + Id). 


Links stehen hier die Projectionen der neuen Lage der Verbindungs- 
linie ge, rechts die mit dem constanten Factor & multiplieirten Projectionen 
der neuen Rotalionsgeschwindigkeit; es folgt aus diesen Gleichungen, dafs die 
Verbindungslinie der beiden Wassertheilchen, welche zu Anfang der Zeit di 
das Stück ge der augenblicklichen Rotationsaxe begrenzten, auch nach Ablauf 
der Zeit dt noch mit der jetzt geänderten Rotationsaxe zusammenfällt. 


Wenn wir eine Linie, deren Richtung überall mit der Richtung der 
augenblicklichen Rotationsaxe der dort befindlichen Wassertheilchen zusammen- 
trifft, wie oben festgesetzt ist, eine Wirbellinie nennen, so können wir den 
eben gefundenen Satz so aussprechen: Kine jede Wirbellinie bleibt fort- 
dauernd aus denselben Wassertheilchen zusammengesetzt, während sie 
mit diesen Wassertheilchen in der Flüssigkeit fortschwimmt. 


Die rechtwinkligen Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nehmen 
in demselben Verhältnisse zu, wie die Projeclionen des Stücks eg der Ro- 
talionsaxe; daraus folgt, dafs die Gröfse der resuitirenden Hotationsge- 
schwindigkeit in einem bestimmten Wassertheilchen in demselben Verhält- 
nisse sich verändert, wie der Abstand dieses Wassertheilchens von seinen 
Nachbarn in der Rotationsaze. 


Denken wir uns durch alle Punkte des Umfangs einer unendlich kleinen 
Fläche Wirbellinien gelegt, so wird dadurch aus der Flüssigkeit ein Faden von 
unendlich kleinem Querschnitt herausgetheilt, der Wirbelfaden genannt werden 
soll. Das Volumen eines zwischen zwei bestimmten Wassertheilchen gelege- 
nen Stücks eines solchen Fadens, welches nach den eben bewiesenen Sätzen 
immer von denselben Wasserlheilchen angefüllt bleibt, mufs bei der Fortbe- 
wegung constant bleiben, sein Querschnitt sich also im umgekehrten Verhält- 
nisse als die Länge ändern. Danach kann man den eben hingestellten Satz 
auch so aussprechen: Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und 
dem Querschnitt in einem aus denselben Woassertheilchen bestehenden 
Stücke eines Wirbelfadens bleibt bei der Fortbewegung desselben constant. 
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Aus den Gleichungen (2.) folgt unmittelbar, dafs 


dE , dn dc 
de | ad ee 





Daraus weiter, dafs 


dE | 4 dE I 
IK de + —)dr dy dz — 0. 


wobei die Integration über einen ganz beliebigen Theil S‘ der Wassermasse 





ausgedehnt werden kann. Wenn wir partiell integriren, folgt daraus 


SS: dy.dz- Sfr dx dz - H/fededy = 0, 


wobei die Integralionen über die ganze Oberfläche des Raumes $ auszudeh- 
nen sind. Nennen wir do ein Flächenelement dieser Oberfläche und «a, ß, y 
“die drei Winkel, welche die nach aufsen gerichtete Normale von do mit den 
Coordinataxen bildet. so ist 


dydz — cosado, dedz — cosß do, dedy —= cosydwo, 


[Jose + neosß- Ccosy) du — 0, 


oder wenn man 4 die resullirende Rotaltionsgeschwindigkeit nennt, und 9 den 


also 


Winkel zwischen ihr und der Normale, 


fr cos4.du — (0, 


die Integration über die ganze Oberfläche von S ausgedehnt. 

Nun sei S ein Stück eines Wirbelfadens, begrenzt durch zwei unend- 
lich kleine senkrecht gegen die Axe des Fadens gelegte Ebenen », und w,, 
so ist cos? an einer dieser Ebenen gleich 1, an der andern —1, an der 
ganzen übrigen Oberfläche des Fadens gleich O, folglich wenn g, und g,, die 
Rotationsgeschwindigkeiten in ®, und ®, sind, redueirt sich die letzte Glei- 
chung auf 


ı Paul Tessa /Tiaad I, 
woraus folgt: Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit und dem 


Querschnitt ist in der ganzen Länge desselben Wirbelfadens constant. 
Dafs es sich auch bei der Fortbewegung des Fadens nicht ändert, ist vorher 


schon bewiesen worden. 

Es folgt hieraus auch, dafs ein Wirbelfaden nirgends innerhalb der 
Flüssigkeit aufhören dürfe, sondern entweder ringförmig innerhalb der Flüssig- 
keit in sich zurücklaufen, oder bis an die Grenzen der Flüssigkeit reichen 





ee 














oz 


5. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 37 


müsse. Denn wenn ein Wirbelfaden innerhalb der Flüssigkeit irgend wo 
endete. würde sich eine geschlossene Fläche construiren lassen, für welche 


das Integral Ju c0s9.du nicht den Werth Null hätte. 


“nr 


Wenn man die Bewegung der in der Flüssigkeit vorhandenen Wirbel- 
fäden bestimmen kann, so werden durch die hingestellten Sätze auch die 
Gröfsen &, n und & vollständig zu bestimmen sein. Wir wollen jetzt an die 
Aufgabe gehen, aus den Gröfsen &, n und & die Geschwindigkeiten u, v» und 
wo zu finden. 

Es seien also innerhalb einer Wassermasse, die den Raum 8 einnimmt, 
die Werthe von 5, n und & gegeben, welche drei Gröfsen der Bedingung ge- 
nügen, dafs 





de !«ü "7 


Es sollen gefunden werden #, v und ww, so dafs sie innerhalb des ganzen 
Raumes 8 den Bedingungen genügen, dafs 


1& qı LK 
(2 a.) - MR > +2 — 0. 











du dv dıw 
(1.): dx -+ dy Ta — 07 
dv dw ö 
de dy 25, 
2, dw HR du 
(2) dx m N en; 


du dv 9 


dy da 





—— 


Dazu kommen noch die durch die jedesmalige Natur der Aufgabe für die 
Grenze des Raumes ‚S geforderten Bedingungen. 


Bei der gegebenen Vertheilung von $, n, © können nun theils Wirbel- 
linien vorkommen, welche innerhalb des Raumes S geschlossen in sich zu- 
rücklaufen, theils solche welche die Grenze von S erreichen und hier ab- 
brechen. Wenn letzteres der Fall ist, so kann man jedenfalls entweder auf 
der Oberfläche von S oder aufserhalb ‚S diese Wirbellinien fortselzen und in 
sich zurücklaufend schliefsen, so dafs dann ein gröfserer Raum 8, existirt. 
welcher nur geschlossene Wirbellinien enthält, und an dessen ganzer Ober- 
fläche $, 7, © und ihre Resultante g selbst gleich Null sind, oder wenigstens 


(2b.) S&cose-+ncosß--Lcosy = geosY — (0. 
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Wie vorher bedeuten hier «, 2, y die Winkel zwischen der Normale des 
betreffenden Theils der Oberfläche von 8, und den Coordinataxen. 9 den 
Winkel zwischen der Normale und der resultirenden Rotationsaxe. 
Werthe von , v, ww, welche den Gleichungen (1.), und (2.) genügen, 
erhalten wir nun, indem wir setzen 
dP dN dM 


y -- — i 
dx | dy dz 











7 dP | dL dN 
eo ee Se 
dp | dM = dL 
dz ' dx dy 
und die Gröfsen Z, M, N, P durch die Bedingungen bestimmen, dafs inner- 
halb des Raumes 8, 
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da? | dy? | dr? 
Wie diese letzteren Gleichungen integrirt werden, ist bekannt. L, M, N 
sind die Potentialfunctionen fingirter magnelischer Massen, die mit der Dich- 


. a» 


. “ e 7 D) [ . . 
tigkeit ——, — — und — „- durch den Raum 8, verbreitet sind, P die 
” art ° 2 ar 


Potentialfunction von Massen, die aufserhalb des Raumes S liegen. Bezeich- 
nen wir die Entfernung eines Punktes, dessen Coordinaten a, 5, c sind, von 
dem Punkte x, y, x mit r, und mit $,, 7; &. die Werthe von $, n, & in 
dem Punkte «, 5b, c, so ist also 


Br uh — 5 S/ [22 dadb.de 
52) M—= — 5, /// *dadbde 
N — 5 //J = dadbde, 


die Integrationen über den Raum S, ausgedehnt, und 


P— //, & dadbde, 





+ 

2 
7 
3 
NE f 
H 
u 

Bi: 





REREERENELE I 


5. Helmholtz, über Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. 39 


wo k eine willkührliche Funclion von a, 5, e ist, und die Integration über 
den äufseren, S umschliefsenden Raum auszudehnen ist. Die willkührliche 
Function % mufs so bestimmt werden, dafs die Grenzbedingungen erfüllt wer- 
den, eine Aufgabe, deren Schwierigkeit ähnlich denen über electrische und 
magnelische Vertheilung ist. 

Dafs die in (4.) gegebenen Werthe von v, v und w die Bedingung 
(1.), erfüllen, ergiebt sich gleich durch Differentialion mit Berücksichtigung 
der vierten der Gleichungen (5.). 

Ferner findet man durch Differentialion der Gleichungen (4.) mit Be- 
rücksichtigung der ersten drei von (5.), dafs 

















dv dw 9: d TdL dM i dN 
w dy rn deldr ' dy | dz - 
dw du 9, d fdL  dMı, aNT 
a“ Eutin dy Ldx si dy ' dz_ 
du dv _ 97 d es dM | —ı 
Yo 0 7 du lde Tr y dl 


Die Gleichungen (2.) sind also ebenfalls erfüllt, wenn nachgewiesen werden 


kann, dafs im ganzen Raume $, 


dL , dM £ dN 


(5 5.) de ' dy dr a 








Dafs dies der Fall sei, ergiebt sich aus den Gleichungen (5 a.) 


de nn ®) Jadbde, 


oder nach partieller ne 
1 1 id. 
= — —//= = 1 -= da db de, 
da an r 
N a 1 1 
DS] Frdade— SS] zT dadbde, 


= er ne da db — ui MN) der Jadbde. 


Addiren wir diese drei Gleichungen und nennen das Flächenelement der Ober- 
fläche von S’ wieder dw, so erhalten wir 


Y 
rt — I /&cosa+tn.c0sß+L,cosy) 


dy 
-„//J- 2 ne, | + © )da db de. 
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Da aber im ganzen Innern des Raumes 
(2a.) dSa | Ana - Aa __ 0 

da | db de 

und auf seiner ganzen Oberfläche 
(2b) S„cos@a-+n,cosß+L,cosy = (0, 

so sind beide Integrale gleich OÖ und die Gleichung (5b.) wie die Gleichun- 
sen (2.) erfüllt. Die Gleichungen (4.) und (5.) oder (5a.) sind somit wirk- 
lich Integrale der Gleichungen (1.), und (2.) 

Die in der Einleitung erwähnte Analogie zwischen den Fernwirkungen 
der Wirbelfäden und den electromagnelischen Fernwirkungen stromleitender 
Dräthe, welche ein sehr gutes Mittel abgiebt, um die Form der Wirbelbewegun- 
gen anschaulich zu machen, ergiebt sich aus diesen Sälzen. 

Wenn wir die Werthe von Z, M, N aus den Gleichungen (5a.) in 
die Gleichung (4.) setzen, und diejenigen unendlich kleinen Theile von «, v 
und ww, welche in den Integralen von dem Körperelement da, db, de her- 
rühren, mit Ju, Sv, Aw bezeichnen, ihre Resultante mit 4p, so ist 

Au — . 1 Aue en a2 dadbde, 

dv = Rn fen. en dadbde, 

Aw — — Te da dbde, 
aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs 

Iu(2— u)+ dv(y—b)+dw(z—c) = (0, 
d. h. die Resultante /p von Ju, Sv und Sw macht mit r einen rechten Win- 
kel. Ferner 
$,du+n,d0+6.dw = (0, 
d. h. dieselbe Resultante /» macht auch mit der resultirenden Rotationsaxe in 
a, b, c einen rechten Winkel. Endlich 
dp = ydwW+4dvV”- dw — IE gsinr, 

wo 4 die Resultante von &,, n., &. und » der Winkel zwischen ihr und r 
ist, welcher durch die Gleichung bestimmt wird 


gr cosv = («— WE, +(y—b)n.+(2— e0)G.. 
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Jedes rotirende Wassertheilchen a bedingt also in jedem anderen 
Thheilchen b derselben Wassermasse eine Geschwindigkeit, welche senk- 
recht gegen die durch die Rotationsaxe von a und das Theilchen b ge- 
legte Ebene steht. Die Gröfse dieser Geschwindigkeit ist direct propor- 
tonal dem Volumen von a, seiner Botationsgeschwindigkeit und dem Sinus 
des Winkels zwischen der Länie ab und der Botationsaxe, umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Entfernung beider Theilchen. 

Genau demselben Gesetze folgt die Kraft, welche eine in «@ befindliche 
elecirische, der Rolalionsaxe parallele Strömung auf ein in d befindliches 
magnelisches Theilchen ausüben würde. 

Die mathematische Verwandischaft beider Klassen von Naturerschei- 
nungen beruht darin, dafs bei den Wasserwirbeln in denjenigen Theilen der 
Wassermasse, welche keine Rotation haben. ein Geschwindigkeitspotenlial 4 
existirt. welches der Gleichung 

d’p ä d’p dp dig 
da? dt I dr 
Genüge thul, welche Gleichung nur innerhalb der Wirbelfäden nicht gilt. Wenn 





wir uns die Wirbelfäden aber immer als geschlossen denken entweder inner- 
halb oder aufserhalb der Wassermasse, so ist der Raum, in welchem die 
Differentialgleichung für p gilt, ein mehrfach. zusammenhängender, denn er 
bleibt noch zusammenhängend, wenn man Schnillflächen durch iln gelegt 
denkt, deren jede durch einen Wirbelfaden vollständig begrenzt wird. In 
solchen mehrfach zusammenhängenden Räumen kann nun eine Function g, 
welche der obigen Differentiaigleichung genügt, mehrdeutig werden. und sie 
mufs mehrdeulig werden, wenn sie in sich selbst zurücklaufende Strömungen 
darstellen soll, denn da die Geschwindigkeiten der Wassermasse aufserhalb der 
Wirbelfäden den Differentialquolienien von « proportional sind, so mufs man 
der Bewegung des Wassers folgend zu immer gröfseren Werthen von y 
fortschreiten. Ist die Strömung also in sich zurücklaufend. und kommt man 


( 
> 


ihr folgend schliefslich an den Ort zurück, wo man schon früher war, so 
findet man für diesen einen zweiten höheren Werth von y. Da man das- 
selbe unendlich oft ausführen kann, so mufs es unendlich viel verschiedene 
Werthe von y für jeden Punkt eines solchen mehrfach zusammenhängenden 
Raumes geben, welche um gleiche Differenzen von einander verschieden sind, 


. . . N . 
wie die verschiedenen Werthe von Arc tang(-). welches eine solche mehr- 
: 


deulige Function ist, die der obigen Differentialgleichung genügt. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 1. 6 
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Ebenso verhält es sich mit den electromagnetischen Wirkungen eines 
geschlossenen elecirischen Stromes. Derselbe wirkt in die Ferne, wie eine 
gewisse Vertheilung magnelischer Massen auf einer von dem Stromleiter be- 
grenzten Fläche. Aufserhalb des Stromes können deshalb die Kräfte, die er 
auf ein magnelisches Theilchen ausübt, als die Differentialquolienten einer 
Potentialfunetion W betrachtet werden, welche der Gleichung genügt 

PV FV EV N 


di? ! dy* ! de? 








Auch hier ist aber der Raum, welcher den geschlossenen Stromleiter umgiebt. 
und in dem diese Gleichung gilt, mehrfach zusammenhängend, und F vieldeulig. 

Bei den Wirbelbewegungen des Wassers also, wie bei den electro- 
magnelischen Wirkungen, hängen Geschwindigkeiten oder Kräfte aufserhalb 
des von Wirbelfäden oder elecirischen Strömen durchzogenen Raumes von 
mehrdeutigen Potentialfunclionen ab, welche übrigens der allgemeinen Dif- 
ferentialgleichung der magnetischen Potentialfunclionen Genüge !hun, während 
innerhalb des von Wirbelfäden oder electrischen Strömen durchzogenen Raumes 
statt der Potentialfunclionen, die hier nicht exisliren, andere gemeinsame Funclio- 
nen aultrelen, wie sie in den Gleichungen (4.), (5.) und (5a.) hingestellt 
sind. Bei den einfach fortströmenden Wasserbewegungen und den magneli- 
schen Kräften dagegen haben wir es mit eindeutigen Potenlialfunclionen zu 
thun, ebenso wie bei der Gravitation, den eleclrischen Anziehungskräften, den 
conslant gewordenen electrischen und thermischen Strömungen. 

Diejenigen Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, in denen ein 
eindeutiges Geschwindigkeilspotenlial existirt, können wir Integrale erster 
Klasse nennen. Diejenigen dagegen, bei welchen Rolalionen eines Theils der 
Wassertheilchen und demgemäfs in den nicht rotirenden Wassertheilchen ein 
mehrdeutiges Geschwindiskeilspotential vorkommt, Integrale zweiter Klasse. 
Es kann vorkommen, dafs im letzteren Falle nur solche Theile des Raumes 
in der Aufgabe zu betrachten sind, welche keine rolirenden Wassertheile ent- 
halten. z. B. bei Bewegungen des Wassers in ringlförmigen Gelälsen, wobei 
ein Wirbelfaden durch die Axe des Gefälses gehend gedacht werden kann, 
und wo also die Aufgabe doch noch zu denen gehört, die mittelsi der An- 
nahme eines Geschwindigkeitspolentials gelöst werden können. 

In den hydrodynamischen Integralen erster Klasse sind die Geschwin- 
digkeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet und proporlional den Kräften, 
welche eine gewisse aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Verlheilung magne- 
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tischer Massen auf ein am Orte des Wasserlheilchens befindliches magnelisches 
Theilchen hervorbringen würde. 

In den hydrodynamischen Integralen zweiter Klasse sind die Geschwin- 
diekeiten der Wassertheilchen gleich gerichtet und proportional den auf ein mag- 
netisches Theilchen wirkenden Kräften, welche geschlossene electrische, durch 
die Wirbelfäden fliefsende Ströme, deren Dichtigkeit der Rotationsgeschwin- 
digkeit dieser Fäden proporlional wäre, vereint mit aufserhalb der Flüssig- 
keit befindlichen magnetischen Massen hervorbringen würden. Die electrischen 
Ströme innerhalb der Flüssigkeit würden mit dem betreffenden Wirbelfaden 
fortfliefsen und constante Intensität behalten müssen. Die angenommene Ver- 
theilung magnelischer Massen aufserhalb der Flüssigkeit oder auf ihrer Ober- 
fläche mufs so bestimmt werden, dafs den Grenzbedingungen Genüge geschieht. 
Jede magnelische Masse kann bekanntlich auch durch electrische Strömungen 
ersetzt werden. Statt also in den Werthen für w, ® und z» noch die Potential- 
function P einer aufserhalb liegenden Masse z hinzuzufügen, erhält man eine 
ebenso allgemeine Lösung, wenn man den Gröfsen 5, 7 und T aufserhalb oder 
selbst nur an der Oberfläche der Flüssigkeit beliebige Werihe ertheilt, aber 
so. dafs nur geschlossene Stromfäden entstehen, und dann die Integration in 
den Gleichungen (5 a.) über den ganzen Raum ausdehnt, in welchem $&, > 


l 


und © von O verschieden sind. 
S. 4. 

In den hydrodynamischen Integralen erster Art genügt es, wie ich 
oben gezeigt habe, die Bewegung der Oberfläche zu kennen. Dadurch ist 
die Bewegung im Innern der Flüssigkeit ganz bestimmt. Bei den Integralen 
zweiter Art ist dagegen noch die Bewegung der innerhalb der Flüssigkeit 
befindlichen Wirbeifäden unter ihrem gegenseiligen Einflusse und mit Berück- 
sichtigung der Grenzbedingungen zu bestimmen, wodurch die Aufgabe viel 
verwickelter wird. Indessen läfst sich für gewisse einfache Fälle auch diese 
Aufgabe lösen, namentlich für solche, wo Rotation der Wassertheilchen nur 
in gewissen Flächen oder Linien vorkommt, und die Gestalt dieser Flächen 
und Linien bei der Fortbewegung unverändert bleibt. 

Die Eigenschaften von Flächen, welchen eine unendlich dünne Schicht 
rotirender Wassertheilchen anliegt, ergeben sich leicht aus den Gleichun- 
gen (5a.). Wenn &, n und { nur in einer unendlich dünnen Schicht von O 
verschieden sind, so werden ihre Potentialfunetionen L, M und N nach be- 


kannten Sätzen auf beiden Seiten der Schicht gleiche Werthe haben, aber 
6 * 
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ihre Differenlialquotienten, in Richtung der Normale der Schicht genommen, 
werden verschieden sein. Denken wir uns die Coordinataxen so gelegt, dafs 
an der von uns betrachteten Stelle der Wirbellläche‘die s Axe der Normale 
der Fläche, die x Axe der Rotalionsaxe der Wassertheilchen in der Fläche 
entspricht, so dafs an dieser Stelle „={==0, so werden die Potentiale M 
und N, so wie ihre Differentialquolienten auf beiden Seiten der Schicht die- 


+ ® dL dL . di . 
selben Werthe haben, eben so Z und — und ——, dagegen wird —— zwei 
dx dy 20 dz 


verschiedene Werthe haben, deren Unterschied gleich 2$e ist, wenn & die Dicke 
der Schicht bezeichnet. Demgemäfs ergeben die Gleichungen (4.),. dals 
und z© auf beiden Seiten der Wirbellläche gleiche Werthe haben, v aber 
Werthe, die um 25e von einander verschieden sind. Ks ist also auf beiden 
Seiten einer Wirbeifläche diejenige Componente der Geschwindigkeit, 
welche senkrecht gegen die Wirbellinien stehend die Fläche tangirt, 
von verschiedenem }Werthe. Innerhalb der Schicht rotirender Wasser- 
iheilchen mufs man sich die betreffende Componente ‚der Geschwindigkeit 
gleichmälsig zunehmend denken von demjenigen Werthe, der an der einen 
Seite der Fläche stattfindet, zu dem der andern Seite. Denn wenn 5 durch 
die ganze Dicke der Schicht hier constant ist, und @ einen ächten Bruch be- 
zeichnet. ©’ den Werth von ® auf der einen, ®, auf der andern Seite, v, in 
der Schicht selbst um «e von der ersten Seite entfernt, so sahen wir, dafs 
v”—r,—?25e, weil zwischen beiden eine Schicht von der Dicke & und der 
Rotalionsintensität S liegt. Aus demselben Grunde mufs vd’ — v,— 258.0 = «(v'—v,) 
sein. worin der hingestellte Satz liegt. Da wir uns die rolirenden Wasser- 
theilchen selbst als bewegt denken müssen, und die Aenderung der Verthei- 
Jung auf der Fläche von ihrer Bewegung abhängt, so müssen wir ihnen als 
mittlere Geschwindigkeit ihres Fortfliefsens längs der Fläche für die ganze 
Dicke der Schicht eine solche zuertheilen, welche dem arithmetischen Mittel 
der an beiden Seiten der Schicht stattfindenden Geschwindigkeiten entspricht. 


Eine solche Wirbelfläche würde z. B. entstehen, wenn zwei vorher 
getrennte und bewegte Flüssigkeitsmassen in Berührung mit einander kommen. 
An der Berührungsfläche würden sich die gegen diese senkrechten Geschwin- 
digkeiten notlhwendig ausgleichen müssen. Die sie langirenden Geschwindig- 
keiten werden aber im Allgemeinen in den beiden Flüssigkeitsmassen ver- 
schieden sein. Die Berührungsfläche würde also die Eigenschaften einer 
Wirbelfläche haben. 
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Dagegen darf man sich im Allgemeinen vereinzelte Wirbelfäden nicht 
als unendlich dünn denken, weil sonst die Geschwindigkeiten an entgegenge- 
setzten Seiten des Fadens unendlich grofse und entgegengesetzte Werlhe er- 
halten, und die eigene Geschwindigkeit des Fadens deshalb unbestimmt wird. 
Um nun doch gewisse allgemeine Schlüsse für die Bewegung sehr dünner 
Fäden von beliebigem Querschnilt ziehen zu können, wird uns das Prineip 
von der Erhaltung der lebendigen Kraft dienen. 

Ehe wir also zu einzelnen Beispielen übergehen, wollen wir noch die 
Gleichung für die lebendige Kraft A der bewegten Wassermasse bilden: 


6.) KK = = yhff, TE ve --w*)d.ıdy dz. 


Indem ich in dem Integral nach den Gleichungen (4.) setze 

















RR 4: ‚AN nt 
le de Tdy ds?’ 
’ dP , dL AN 
r ! et dz a 
: dP , dM dL 
rg w( T de E) 


und partiell integrire, dann mit cos«, cos ö, cosy und cos: die Winkel bezeichne. 
welche die nach innen gerichtete Normale des Elements do» der Wassermasse 
mit den Coordinalaxen und der resullirenden Geschwindigkeit q bildet, erhalte 
ich mit EIER der Gleichungen (2.) und (1. I 


(6a.) € m. ; din |Pycos9$-+ L(vcosy — 0 c08S 7) — M(wcosa« — uc0s5 
+ N(uwcos?—vcos«)] hfff‘ Ls- Mn Ne)de dy dz. 


Den Werth von nt erhält man aus den Gleichungen (1.), indem man die 





di 
erste mit #, die zweite mit v, die dritte mit wo multiplieirt und addirt, 
du dv z ik E „ar dp daVı „ir dF 
h ut v7 tu0T7 — un - u Ber =)+ h(u— Bahr ale der = 





h Ag?) , „Alar) , „„Iia?) 
5 tr te Kun, 


Wenn man beide Seiten mit dedy dz multiplieirt, dann über die ganze Aus- 
dehnung der Wassermasse integrirt, und berücksichligt, dafs wegen (1.),; 


IK de Hose ö w? )de dy deze = — vgc0s4 dw, 


wenn ı im Innern der Wassermasse eine stelige und eindeutige Function 
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bezeichnet. so erhält man 


dR 


(6 b.) = /do(p—hU- Ihq‘)gcos#. 


Wenn die Wassermasse ganz in festen Wänden eingeschlossen ist, mufs 
qcos an allen Punkten der Oberfläche gleich O sein, dann wird also auch 
AR 


Take 0. d.h. Ä constant. 

/ 
Denkt man sich diese feste Wand in unendlicher Entfernung vom An- 

fangspunkt der Coordinaten und die vorhandenen Wirbelfäden in endlicher 


Entfernung, so werden die Potentialfunctionen L, M, A, deren Massen 5, rn, 


i- 


- jede in Summa gleich Null sind, in der unendlichen Entfernung R wie N” 
abnehmen, und die Geschwindigkeiten, ihre Differentialquotienten, wie NR”, das 
Flächenelement do aber, wenn es immer dem gleichen Kegelwinkel im Null- 
punkte der Coordinaten entsprechen soll, wie NR’ zunehmen. Das erste In- 
tegral in dem Ausdrucke für A (Gleichung (6 a.)), welches über die Ober- 
läche der Wassermasse ausgedehnt ist, wird wie R”° abnehmen, für ein 
unendliches WR also gleich Null werden. Dann redueirt sich der Werth von 
R auf 

6e) K- —hffJ(LE+Mn+NE)drdyde 


und diese Gröfse wird während der Bewegung nicht geändert. 


$. 5. 
Geradlinige parallele Wirbelfäden. 

Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, wo nur geradlinige, der Axe 
der x parallele Wirbelfäden existiren, entweder in einer unendlich ausgedehn- 
ten Wassermasse, oder in einer solchen Masse, die durch zwei gegen die 
Wirbelfäden senkrechte unendliche Ebenen begrenzt ist, was auf dasselbe 
herauskommt. Alle Bewegungen geschehen dann in Ebenen, die zur Axe 


der z senkrecht sind, und sind in allen diesen Ebenen genau dieselben. 
Wir setzen also 





du dv dp AV 
EEE 
Dann redueiren sich die Gleichungen (2.) auf 
m & du dv 
s—=U, NV, a a 3 


die Gleichungen (3.) auf 
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Die Wirbelfäden behalten also constante Rolalionsgeschwindigkeit. so 


wie sie auch constanten Querschnitt behalten. 
Die Gleichungen (4.) reduciren sich auf 











Bi = dN R 3 dN 
er na dx ’ 

d NV d ® Y x % 

de? | di .. 


Ich habe hier nach der am Ende des $.3 gemachten Bemerkung P=0 ge- 
selzt. Die Gleichung der Strömungslinien ist also N — Const. 

N ist in diesem Falle die Potentialfuncelion unendlich langer Linien: 
diese selbst ist unendlich grols, aber ihre Differenlialquolienten sind endlich. 
Sind # und 5 die Coordinaten eines Wirbelfadens, dessen Querschnitt da db 


ist. so ist 
dN Cdadb 2x —a dN Cdadb y—b 

= — .. U = —— — .. > 

da ı r dy st r 





—— — —— © 





is folgt hieraus, dafs die resultirende Geschwindigkeit g senkrecht gegen r, 
das auf den Wirbelfaden gefällte Loth steht, und dafs 


Sdadb 
= 
zr 


Haben wir in einer in Richtung der & und y unendlich ausgedehnten 
Wassermasse mehrere Wirbelfäden, deren Coordinaten beziehlich &,, y;. 
2, ,y» u.$. w. sind, während das Product aus Rolalionsgeschwindigkeit und 
Querschnitt eines jeden derselben mit 2n,, m, elc. bezeichnet wird, und bilden 
wir die Summen B 


V = mv, + mv, --m;v; elc., 


mu, - m,w, -- m, u, elc.. 


\ 


so werden dieselben gleich O0, weil der Antheil an der Summe F, der aus 
der Wirkung des zweiten Wirbelfadens auf den ersten entsteht, aufgehoben 
wird durch den vom ersten Wirbelfaden auf den zweiten. Beide sind nämlich 


m, X —H. Mm, X, —Lr 
m — ——— und m, — ——.— 
gt r st F 





und so bei allen andern in beiden Summen. Nun ist Ü die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts der Massen »n,, a, u. s. w. in Richtung der x, multiplieirt 
mit der Summe dieser Massen, ebenso V parallel den y genommen. Beide 
Geschwindigkeiten sind also gleich Null, wenn nicht die Summe der Massen 
gleich Null, wo es überhaupt keinen Schwerpunkt giebt. Der Schwerpunkt 
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der Wirbelfäden bleibt also bei ihrer Bewegung um einander unverändert, und 
da dieser Salz für jede beliebige Vertheilung der Wirbelfäden gilt, so dürfen 


wir ihn auch auf einzelne Wirbelfäden von unendlich kleinem Querschnitt 
anwenden. 


Daraus ergeben sich nun nachstehende Folgerungen: 


I) Haben wir einen einzelnen geradlinigen Wirbelfaden von unendlich 
kleinem Querschnitt, in einer nach allen gegen den Wirbelfaden senkrechten 
Richtungen unendlich ausgedehnten Wassermasse, so hängt die Bewegung der 
Wasserlheilchen in endlicher Entfernung von ihm nur ab von dem Product 
Sdadb — ın aus der Rotalionsgeschwindigkeit und der Gröfse seines Quer- 
schnilts, nicht von der Form seines Querschnitis. Die Theilchen der Wasser- 
masse roliren um ihn mit der Tangentialgeschwindigkeit —; wo r die Enl- 
fernung vom Schwerpunkte des Wirbelfadens bezeichnet. Die Lage des 
Schwerpunkts selbst, die Rotationsgeschwindigkeit, die Gröfse des Querschnilts, 
also auch die Gröfse »= bleiben unverändert, wenn auch die Form des unend- 
lich kleinen Querschnitts sich ändern kann. 


2) Haben wir zwei geradlinige Wirbelfäden von unendlich kleinem 
Querschnitt in einer unbegrenzten Wassermasse, so wird jeder den andern in 
einer Richtung forltreiben, welche senkrecht gegen ihre Verbindungslinie steht. 
Die Länge der Verbindungslinie wird dadurch nicht geändert. Es werden 
sich also beide um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt in gleich bleibenden 
Abstande drehen. Ist die Rotationsgeschwindigkeit in beiden Wirbelfäden 
gleich gerichlel, also von gleichem Vorzeichen, so mufs ihr Schwerpunkt 
zwischen ihnen liegen. Ist sie entgegengesetzt gerichtet, also von ungleichem 
Vorzeichen, so liegt ihr Schwerpunet in der Verlängerung ihrer Verbindungs- 
linie. Und ist das Product aus der Rotalionsgeschwindigkeit und dem Quer- 
schnitt bei beiden gleich, aber von entgegengesetziem Zeichen, wobei der 
Schwerpunkt in unendlicher Entfernung liegen würde, so schreiten sie beide 
mit gleicher Geschwindigkeit und senkrecht gegen ihre Verbindungslinie in 
gleicher Richtung fort. 


Auf den letzteren Fall kann man auch den zurückführen, wo ein 
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt sich neben einer ihm parallelen 
unendlich ausgedehnten Ebene befindet. Die Grenzbedingung für die Bewegung 
des Wassers an der Ebene, dafs sie der Ebene parallel sein müsse, erfüllt 
man, indem man jenseits der Ebene noch einen zweiten Wirbelfaden, das 
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Spiegelbild des ersten, hinzugefügt denkt. Daraus folgt denn, dafs der in der 
Wassermasse befindliche Wirbelfaden parallel der Ebene fortschreilet, in der 
Richtung, in welcher sich die Wassertheilchen zwischen ihm und der Ebene 
bewegen, und mit 4 der Geschwindigkeit, welche die Wassertheilchen im 
Fufspunkt eines von dem Wirbelfaden auf die Ebene gefällten Lothes haben. 

Bei geradlinigen Wirbelfäden führt die Annahme eines unendlich klei- 
nen Querschnilts auf keine unzulässige Folgerung, weil jeder einzelne Faden 
auf sich selbst keine forttreibende Kraft ausübt, sondern nur durch den Ein- 
flufs der anderen vorhandenen Fäden fortgetrieben wird. Anders ist es bei 
sekrümmten Fäden. 

$. 6. 
Kreisförmige Wirbelfäden. 

In einer unendlich ausgedehnten Wassermasse seien nur kreisförmige 
Wirbelfäden vorhanden, deren Ebenen zur 2 Axe senkrecht sind und deren 
Mittelpunkte in dieser Axe liegen, so dals rings um sie herum alles symme- 
trisch ist. Man ändere die Coordinaten, indem man setzt 


2 = 70088, a — gcose, 
y= ysine, b = gsine, 


Die Rotationsgeschwindigkeit o ist nach der Annahme nur eine Function von 
x und & oder von g und ce, und die Rotationsaxe steht überall senkrecht auf 
x (oder 9) und der z Axe. Es sind also die rechtwinkligen Componenten 
der Rotation in dem Punkte, dessen Coordinaten g, e und e sind 

= — osine, n == 0c0se, C—=0. 
In den Gleichungen (5 a.) wird 


= (2 eo" +ETI—2X9 05(E— e), 


1 (fee een 
M= - EST gdgde de, 


N=0. 


Indem man mit cose und sine multiplieirt und addirt, erhält man aus den Glei- 
chungen für Z und M 


Lsine— Mcoss = SEE" gg d(e— e)de, 
Lcose + Msine = u E— gdgd(s—e)de. 
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In beiden Integralen kommen die Winkel e und & nur noch in der Verbindung 
(e—e) vor, und diese Gröfse kann deshalb als die Variable unter dem In- 
tegral betrachtet werden. In dem zweiten Integrale heben sich die Theile, 
in denen (e—e)=e ist, gegen die auf, in denen (e—e)=?2n —e, es wird 
also gleich Null. Setzen wir 


. 1 ah 0cose.gdy de de 
(‘ .) Y ur z2rı u / pi 2 2 re ? 
Yi3a—e)" +2" +y°— 29x cose 


so wird also 
Mcose— Lsine = w, 
Msine + Lcose —= (0, 








oder 
(a) L= —vsins, M = weose. 
Nennen wir z die Geschwindigkeit in Richtung des Radius %, und berück- 
sichtigen, dals in Richtung der Kreisperipherie wegen der symmetrischen 
Lage der Wirbelringe zur Axe die Geschwindigkeit gleich Null sein mufs, so 
haben wir 
% = 70088, v0 — rtsine 


und nach den Gleichungen (4.) 








 — Be on AM _dL, 
u %. we u dy 
Daraus folgt 
 . _ du , Y 
Te ty 
oder 
_ __ dw) „ __ Uyx) 
(7 b.) sn, dz ui ae dy 


Die Gleichung der Strömungslinien ist also 
wy — Const. 

Wenn wir die im Werthe von w angezeigte Integration zunächst für 
einen Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt ausführen, dabei setzen 
odgdc — m,, und den davon herrührenden Theil von % mit w„, bezeichnen, 
so ist 

— M/LIZF-E)—: 
Yun. = Ay (F—E)—zF}, 
FE 4yx 





(gta t@—e)’ 
worin F' und E die ganzen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung 
für den Modul x bedeuten. ; 
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Setzen wir der Kürze wegen 
Tr 2 ‚ EN) N Y 
U=—(F — E)—-«F, 

. 


wo also U eine Funclion von x ist, so ist 
cr = u I mn hama 
rn da (gt t&—e) 
Befindet sich nun in dem durch % und 2 bestimmten Punkte ein zweiter Wir- 
belfaden m, und nennen wir 7, die Geschwindigkeit in Richtung von g, welche 
er dem Wirbelfaden »», mittheilt,. so erhalten wir diese, indem wir in dem 
Ausdrucke für 7 





statt ui xyz e m 
sezen Tr 9x ce zZ m. 


Dabei bleiben < und U unverändert, und es wird 


(8) mry+mtmg =. 

Bestimmen wir nun den Werth der der Axe parallelen Geschwindig- 
keit w, welchen der Wirbelfaden n, hervorbringt, dessen Coordinaten g und 
ce sind, so finden wir 

- m, - dU x (3—c)’+g’—y? 
u; m t> "192 da 2% ern Fae® 
nennt man nun w, die ir x Axe parallele Geschwindigkeit, welche der Wir- 
belring m, dessen Coordinaten & und % sind, am Orte von n, hervorbringt, 
so braucht man dazu nur wieder die vorher schon angezeigte Vertauschung 


der betreffenden Coordinaten und Massen vorzunehmen. So findet man, dafs 











2mm, 





(8a) 2mwz? + 2m, w, g’ — mıyz — mt, ge —= Vgx U. 


Aehnliche Summen wie ($.) und (8a.) lassen sich für eine beliebig 
srofse Anzahl von Wirbelringen bilden. Ich bezeichne für den n'" derselben 
das Product odgdc mit »n,, die Componenten der Geschwindigkeit, welche 
ihm von den übrigen Wirbelringen mitgetheilt werden, mit 7, und w,, wobei 
aber vorläufig abgesehen wird von den Geschwindigkeiten, die jeder Wirbel- 
ring sich selbst mittheilen kann. Ich nenne ferner den Radius des Ringes o, 
und die Entfernung von einer gegen die Axe senkrechten Fläche A, welche 
beiden letzteren Gröfsen zwar der Richtung nach mit % und 2 übereinstimmen, 
aber als zu dem bestimmten Wirbelringe gehörig Functionen der Zeit, und 


nicht unabhängige Variable sind, wie x und 2. Schliefslich sei der Werth 
7 %* 
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von y, so weit dieser von den andern Wirbelringen herrührt w,. Es ergiebt 
sich aus (S.) und (Sa.), indem man die entsprechenden Gleichungen für jedes 
einzelne Paar von Wirbelringen aufstellt und alle addirt: 
=][m,o,T, eu 0, 
[m,w — MT, On] = Z[m,0,V.]- 

So lange man in diesen Summen noch eine endliche Zahl getrennter und un- 
endlich dünner Wirbelringe hat, darf man unter ww, = und «v nur diejenigen 
Theile dieser Gröfsen votsiänen welche von der Anwesenheit der anderen 
Ringe herrühren. Wenn man aber eine unendlich grofse Anzahl solcher 
Ringe den Raum continuirlich ausfüllend denkt, ist % die Potentialfunction 
einer eontinuirlichen Masse, = und x sind Differentialquotienten dieser Po- 
ienliallunelion, und es ist bekannt, dafs sowohl in einer solchen Funclion wie 
iu ihren Differentialquolienten die Theile der Function, welche von der An- 
wesenheil von Masse in einem unendlich kleinen den betreffenden Punkt, für 
den die Funclion bestimmt ist, umgebenden Raum herrühren, unendlich klein 
sind gegen die von endlichen Massen in endlicher Entfernung herrührenden *). 

Verwandeln wir also die Summen in Integrale, so können wir unter 
w, cr und ı die ganzen in dem betreffenden Punkte geltenden Werthe dieser 
Gröfsen verstehen, und 
dh do 
dt? | 
selzen. Die Gröfse x ersetzen wir zu diesem Zwecke durch das Product odo.d3. 


9) Seo Zaparı = 0, 


(9 a.) 2ffo 0 do dr — [foor“2 dodı — /Joowdgdh. 


Da das Product ododi gemäls $.2 nach der Zeit constant ist, so kann die 
Gleichung (9.) nach £ inlegrirl werden, und wir erhalten 


fe do di. — Const. 


Denkt man den Raum durch eine Ebene getheilt, die durch die z Axe 
seht und daher alle vorhandenen Wirbelringe schneidet, betrachten wir dann 
o als die Dichtigkeit einer Massenschicht, und nennen M die ganze in dieser 


u a 





*) S. Gaufs in Resultate des magnetischen Vereins im Jahre 1839, S.7. 





B 
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Schicht der Ebene anliegende Masse, also 


M — /Jodedı 


und #2’ den mittleren Werth von E° für sämmtliche Massenelemente genom- 


/, [oe .ododi = MER’ 


und da dieses Integral und der Werth von M der Zeit nach constant sind. 
so folgt, dafs auch # bei der Fortbewegung unverändert bleibt. 

Existirt also in der unbegrenzten Flüssigkeitsmasse nur ein kreisför- 
miger Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt, so bleibt dessen Radius 


men. so ist 


unverändert. 
Die Gröfse der lebendigen Kraft ist nach Gleichung (6c.) in unserem Falle 


K=- — fJKLE+ Mn)dadb de 


—ıf]fwo.o do di.de 
— — 2ahf]yo.odo di. 


Sie ist ebenfalls der Zeit nach constant. 
Indem wir ferner bemerken, dafs, weil odo di nach der Zeit constant ist 


2 /foe' „dodi = af [oe e dedi+ / Joel di do, 


so wird die Gleichung (9a.), wenn wir mit Z den Werth von A für den 
Schwerpunkt des Querschnitts des Wirbelfadens bezeichnen, damit (9.) multi- 
pliciren und addiren 


(9 b.) 2 /Jo0 rdod. +5/fopu— m — dodi — — . 


Wenn der Querschnitt des Wirbelfadens unendlich klein ist, und & eine un- 
endlich kleine Gröfse derselben Ordnung wie —4 und die übrigen Linear- 
dimensionen des Querschnilis, ododi aber endlich ist, so ist w und auch K 
von derselben Ordnung unendlich grofser Quanlitäten, wie loge. Für sehr 
kleine Werthe des Abstands v vom Wirbelringe wird nämlich 


gr 0), 


® 
Pi 1— —. 





Ü 


\ 


| 


m u m v 
Ya —log —— m] n 10 
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In dem Werthe von A wird noch mit g oder g multiplieirt. Ist y end- 
lich und vo von der gleichen Ordnung mit &, so ist K von der Ordnung loge. 


’ u. } > A 
Nur wenn g unendlich grofs von der Ordnung — ist, wird K unendlich grofs, 
Br 


27 re RE | 
wie —loge. Dann geht der Kreis in eine gerade Linie über. Dagegen wird 
do r dv . 1 . 

—, welches gleich — ist, von der Ordnung —, das zweite Integral also 
di dz a - 
endlich und bei endlichem go verschwindend klein gegen K. In diesem Falle 





können wir im ersten Integrale das constante / statt A setzen, und erhalten 


2 AM?) K 

un on Rh 
oder 

| RK 

amRı — C—- Kı 

ME C Pl 


Da M und Z constant sind, kann sich nur Z proportional der Zeit ändern. 
Wenn M positiv ist, ist die Bewegung der Wassertheilchen auf der äufsern 
Seite des Ringes nach der Seile der positiven z, auf der innern nach der 
der negaliven z gerichtel; A, 4 und & sind ihrer Natur nach immer positiv. 

Daraus folgt also, dafs bei einem kreisförmigen Wirbelfaden von 
sehr kleinem Querschnitt in einer unendlich ausgedehnten Wassermasse 
der Schwerpunkt des Querschnitts eine der Axe des Wirbelringes paral- 
lele Bewegung hal von annähernd constanter und sehr grofser Geschwin- 
digkeit, die nach derselben Seite hin gerichtet ist, nach welcher das 
Wasser durch den Jing strömt. Unendlich dünne Wirbelfäden von end- 
lichem Radius würden unendlich grofse Fortpfllanzungsgeschwindigkeit erhalten. 
Ist aber der Radius des Wirbelrings unendlich grofs von der Ordnung — so 
wird Z2° unendlich grofs gegen AK, und / wird constant. Der Wirbelfaden, 
welcher sich nun in eine gerade Linie verwandelt hat, wird stationär, wie 
wir für geradlinige Wirbelfäden schon früher gefunden haben. 


Es läfst sich nun auch im Allgemeinen übersehen, wie sich zwei ring- 
förmige Wirbelfäden, deren Axe dieselbe ist, gegen einander verhalten werden, 
da jeder abgesehen von seiner eigenen Fortbewegung auch der Bewegung der 
Wassertheilchen folgt, die der andere hervorbringt. Haben sie gleiche Ro- 
tationsrichtung, so schreiten sie beide in gleichem Sinne fort, und es wird 
der vorangehende sich erweitern, dann langsamer fortschreiten, der nachfol- 
sende sich verengern und schneller forischreiten, schliefslich bei nicht zu 
differenten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten den andern einholen, durch ihn 








“ 
i 
% 
3 
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hindurchgehen. Dann wird sich dasselbe Spiel mit dem andern wiederholen, 
so dafs die Ringe abwechselnd einer durch den andern hindurchgehen. 
Haben die Wirbelfäden gleiche Radien, gleiche und enigegengesetzie 
Rotationsgeschwindigkeiten, so werden sie sich einander nähern, und sich 
gegenseilig erweitern, so dafs schliefslich, wenn sie sich sehr nah gekommen 
sind, ihre Bewegung gegen einander immer schwächer wird, die Erweiterung 
dagegen mit wachsender Geschwindigkeit geschieht. Sind die beiden Wirbel- 
fäden ganz symmetrisch, so ist in der Mitte zwischen beiden die der Axe 
parallele Geschwindigkeit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich 
hier also eine feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu stören, 
und erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste Wand anläuft. 
Ich bemerke noch, dafs man diese Bewegungen der kreisförmigen 
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb einge- 
tauchte Kreisscheibe, oder die ungefähr halbkreisförmig begrenzte Spitze eines 
Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche der Flüssigkeit hin- 
führt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben dann halbe Wirbelringe in 
der Flüssigkeit zurück, deren Axe in der freien Oberfläche liegt. Die freie 
Oberfläche bildet also eine durch die Axe gelegte Begrenzungsebene der 
Wassermasse, wodurch an den Bewegungen nichts wesentliches geändert wird. 
Die Wirbelringe schreiten fort, erweitern sich, wenn sie gegen eine Wand 
laufen, und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder verengert, ganz 
wie wir es aus der Theorie abgeleitet haben. 
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4. 


Sur lVıinteeration des &eauations ultra-elliptiaues. 
S | 
(Par M. Brioschi ä Pavie. ) 








On doit a Jacobi la connaissance de ce fait analytique que les 
equations ultra- elliptiques peuvent s’integrer sous forme algebrique rationnelle. 
La demonstralion indirecte que Jacob: a donnee de cette importante propriete 
a ete developpee par M. Richelot; et M. Liouville a obtenu ce resultat 
comme une consequence de ses recherches sur le mouvement d’un point. Je 
vais demontrer qu’on peut arriver ä ces integrales par l’integration directe. 


Soient 2,, 22, ... x, n variables; en posant: 
p° (x) Ben A,” + A, a1 En + 4,, 
les equations differentielles: 











a ' n 2 n 2" "dx 
1.) 3 = er. Mn 
( ) ı Plxr) i p(X,) ı ı 9er) 


ont ete nommees par Jacob? Equations ultra-elliptiques. 
Soit: 

y(2) = (2) — 9)... 2) = m ta004+.. +0; 
si Pon considere les equations (1.) et la suivante: 
n a" "dr 
2 4 

ı Par) 

comme equations simultanees, on aura: 


Ze. u ie. 
da war) 


— dz 





Mais l’equation identique: 


v(z,) = 0 
nous donne 


e% 


Vater ert 4 


done on aura: 


Zant ar2t.. 42) ge) = 


& 
, 
a 
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pour 2=2,, 2,,.... z,5 et par consequent on a pour une valeur quel- 
conque de x: 





d N 2 ‚ 
WE), — ga)+Y@)0lR), 


(x) etant un polynome du 2° degre qu’on doit determiner. 
Or, en observant que: 


1 dw(z) a $ p(rXr,) 
w(x) dz ı (a, —x)w(x,) 








on trouve, comme M. HBichelot l’a deja demontre, que: 


d?aı d 
2) wir = (P-Pao)+Ar@) 


ou: 








1 dv dy -L u dıy dy, 
av dz dz’ 9) = Erz 


donc en iniegrant on aura: 


3) (UI) = Yia)+ Ay) yvia)Hle) 


en supposant: 


H(c) = Hz" Ha"... +H,. 
De l’equation (3.) on peut deduire les integrales algebriques irrationnelles des 
equations (1.), et les coelficients H,, H,,... H, seront les a—i constantes, 


parce qu’on a evidemment: 


2. L’equation (2.) se reduit a cause de (3.) a la suivanle: 


d? 
2 nr — 2A,v(z)— H(e) 


laquelle ayant lieu pour des valeurs quelconques de & nous donne: 


d’a, 
Zr = ng 2A,a,— DH, 


pour r—=1,2,... n; et par consequent: 


=) — Ad: —H,a,+6,, 





2 


G,, @,, ... etant de nouvelles constantes. 
Par une seconde integration on obtient: 


E,y’+2H,y+D, 





dd. = 
u 2H,y 
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ayant pose: 


| H2—44,6, 
ey, ze — D, 


el E,. E,. ... etant des constantes A determiner, Si l’on pose: 
R(z) = Ea""+ E,0""{+.. LE, 
S (x) H,x" +H,2”""+...ıH, | 
T(z) = D,2""-+D,x""+...+D, 





\ 


on aura done 





| 


1 2 
(4) va)= u, Kr +28y-+T) 


et en observant que: 
da, _ Ey*’—D, 14 
ds 23H, Yo 





l’equation (3.) fait voir que: 
4A,y’(@) = S’— RT 


equalion au moyen de laquelle on doit determiner les constantes @,, @,, .... 
1» E:, ... Les valeurs des constantes @,, @, peuvent aussi s’oblenir en 


“41,4 44257 


comparant les puissances de x" et de x” dans l’equation (3.), et l’on trouve: 
G, = A, H:, G= A,.. 
Les formes obtenues pour les fonclions Y(&), g’(x) sont, a un facteur pres, 
celles auxquelles Jacobi avait &l& conduit par la consideration du Iheoreme 
d’Abel. En eliminant y des valeurs de «,, a, on a une integrale algebrique 
rationnelle du second degre des &quations (1.): 
(E,D- ED,’ = 4(H,—24,a,)(H,—2A,a)(D,E-D,E, 
— D,E.H,—R4,a,) — DE, H,—2A4,a,): 

et en eliminant y', y, considörees comme deux variables, des valeurs de «,, 
a,, a, on oblient l’integrale lineaire: 








1 4:0 0]|=%. 
a, H D E 
a HD, DE 
a, H, D, E, 


3. Soit f(x) une fonction entiere du degre n-H?—1. ou ?<n; et 
en designant par c une quanlil@ constante posons: 


> fiar)dx,) de, 





Tle—n)plar) 
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on aura evidemment: 





dv = BS f(x) 
dz ı (e—x,)Ww(x,) 


ou bien en posant: 
fi®) = zip(@)+g(@) 
’equalion suivanle: 











Ben ARTE, 2 
dz ı (e—x,)w (sr, (€) 
Or. en faisant: 
Er u - pi) v—_ » ne) 
ı (e—ar,) (ar)? TI) 
on a: 
U, En cU,,— Pi 
done: 
dv f(e 2 ı u \ 
ET FRas)ı 





Mais V, est le coeflicient de dans le developpement suivant les puissances 


gt 


descendantes de x, de l’expression: 








se) _ _ >, 
Fr (2x — &,) u (X) vr) 


x’p(x) 


wir) 





a 1 | 
ou le coeflicient de — dans le developpement de ; par consequent: 


\ 








dv ft) _ [? (&) Ve 
dz vie) Lyla)lae—e) 
et parce que: 


ae ie m. Ba 


’ 
ce" 











on aura: 

de _ fo _[ 1 

de wide) (e—e)w(a)J,-ı? 
ei: 








du __ gu. | f(&) ] 
dy yy(o)yA4, Ur—e)ywia)y A 4 


La valeur (4.) de w(z) nous donne: 


) 6, 4RYA, __ Ry+S—2y(e)YA, ARYA, 
yoa)VYA,  (ByFSP—4A,ge) RytSt2pa)vA, (Ay FS—2p(e)VA,) 
S * 
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ou: 
| ver „Rr+S+2p()V4, 


yY(x) YA, r Yo (x) dy 08 Ry-+ 5S—2p (x) YA, ’ 
et en substituant: 


ie c 910g 2a + +2P(e)VA, 
£(e) ykte)+S(c)—2Y(e)yYA, 


+ 2f(2) | IR) HS) +2PH)VA, 

















(X —e)p(x) yR(z)+S(2) —2p(&)y A, Fe 
formule de laquelle on pourrait deduire le theoreme d’Abel. 
Pavie,. Aoüt 1857. 
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d. 


Über die Gaufsische Quadratur und eine Verall- 
ssemeinerung derselben. 


(Von Herrn E. B. Christoffel in Montjoie.) 





% 


Ds: Folgende enthält eine neue Darstellung des bekannten, von @aufs 
(Comm. Gott. rec. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur angenäherlen Be- 
rechnung bestimmter Integrale. Im Anschlufs hieran wird dasselbe in der 
Weise verallgemeinert, dafs zu einer Anzahl beliebig gegebener Zwischen- 
werthe die übrigen nach den von Gaufs aufgestellten Prinzipien ausgewählt 
werden. Diese neue Methode kann in verschiedenen Beziehungen von Nutzen 
sein, wie weiter unten nachgewiesen werden soll. 


1. 
Da die spätern Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit den 
Formeln für die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen, so kann eine 
kurze Herleitung der letztern nicht füglich umgangen werden. Sei 


1) fa) = 42 —a)(2— a)... (2 —4,), 
so fällt die Funktion 
Ban F‘(a,) F (a,) 
(2.) p(z) = fo) lmaye —)t7 (a,) ( Se ae a | 


mit der Funktion F(z) für = Werthe 2=4, %, ... 4, zusammen, und 
es ist (a)= Fa), p(a)—= Fa), .... p(a,)=Fa,). Aus (2.) folgt 


8) S pa)ör 
a x F(a,) x)ox F (a, 
_ F(a,) gi + ( "fia)oxc ) (fi) 


- fa)J ad) 2—G, a. )A EU 


F(a,) 























’ 


und dieser Ausdruck ist bis auf einen bestimmten Fehler ei dem Integrale 
/ Fa@) Or. 
—1 


Um die in (3.) angedeuteten Integrationen auszuführen, ist im Allge- 
meinen folgender Weg einzuschlagen. Ist % eine beliebige, aufserhalb der 
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Gränzen —1 und 1 liegende Gröfse, so hat man identisch 
1 f(x) a 
fia)or -/ af f(x) fu) 2. 
. Bein Z—U 


— 
\..u—1 +f" fa)— fu) „_ 
= /(w)lg ut1l nr 











Da f(x) eine rationale ganze Funktion von x vom n‘“ Grade ist, so ist 


fi) — f(w) 
7 


y’ 
«A 





ebenfalls eine solche Funktion vom (na —1)'” Grade von x wie 


von %. Setzt man demnach 


a) Sr = Alu), 


LU 





so ist f,(u) eine ganze Funktion (a—1)'" Grades, und 
r 2, fls)dan ini. 450,4 m 
(9.) Z ne fu) IT -fı(u). 


Diese Formel bleibt offenbar selbsi dann bestehen, wenn u zwischen die Gren- 
zen —1 und —+1 fällt, sobald nur die unter dem Integral linker Hand stehende 


fx 


(5.) gilt daher, wenn « einer der Grölsen @,, @;, ... «4, gleich gesetzt wird, 
unter allen Umständen, mögen diese Gröfsen aufserhalb oder innerhalb der er- 
wähnten Gränzen liegen. Dadurch geht die Gleichung (3.) in folgende über: 


x 1 ar j y 1 y ‚(@n Y 
(6.) Fi pP(C)OX vn. Ban a) -F(a a)+ TR ‚Fa a.)-+ Er + en Fa 4d,), 
hd a,) 
und man hat annähernd 


(?.) SF@ 0X =/9 (2) 0X. 


—1 


Funktion 





innerhalb jener Gränzen überall endlich bleibt. Die Formel 





Durch Zerlegung in Partialbrüche . 














f(W) __ fifa) 41 a2 (a) _1 
fwW fa) u—a, Tr 7 (a,) u—d, a TA a.) u—a, ’ 

so dafs un der mittelst der Zwischenwerthe «,, @, ... a, berechnete an- 
(«) 


en 





1 
sgenäherte Werth des Integrals / ist; und wenn man dies in (5.) an- 


> [m 


u—1 L (a) 1 ‚ f,(e,) + Ba. 1 I. 


Gone ; \ ) 
— (u) | Ta a) ua, 


wendel 














fa) u—au, T f'(a,  u—a 
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Seizt man von jetzt an 


2 SER m. 
so ist wegen (D.) 


10) Wett = hW)-L. 








und wegen ($8.) 


ua IE BT f,.(a,) 1 3 f,(a,) 1 f. (an) Rn... 2 f.(") 
11. . u—_—ı N fa) u—a, ' f'(a,) u—a, ! PABR f'(a,) n—a,) f(w) 
f.(u) 
fa) 
ı od: ' ae 
ten Werthe von f — Ig——. Entwickelt man daher in (11.) die linke 


U—X 














Es ist somit der Unterschied zwischen dem wahren und dem angenäher- 





Seite nach absteigenden Potenzen von u, und setzt den Ueberschufs des wah- 
2 
ren Werthes von f x” dx über den angenäherten Werth desselben, nämlich 


(12.) # "OL — ar + a7 + ar) == R.; 


so erhält man: 








h h h 
a) 
Setzt man andererseits 
(14) / fa)de — A, 
ft 
und allgemein 
m 
(15) / fo)zor—= Ay, 
—i 
ferner 
4 Di A' A" A N 
fu) ee ur tl urt? + 9 
so ist “ 
# ı 4 
(16.) rw tTarart 
und 


,(w) A A A,A+4A 4" A,A A,4"+ AA" 
(17.) Am 77 Zar + ur+? + + un+3 + ..., 


mithin u=k = k,=---—k,_=0. Die Formel (7.) liefert also allemal den 
1 
genauen Werth von / F(z)ox, so oft F'(x) eine ganze Funktion ist, welche 





den (a —1)' Grad nicht übersteigt. Man hat ferner 
k,= 4, A’, Kar = 4,4'-- A, A", Kur Eu 4; 4A'+ 4,4" + 4, 4", eic 
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Kann man nun /f(w) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von f;(u) die 


m ersten Glieder, also in der Entwicklung von ragt die Glieder, welche 


1 1 1 . ' 
Zr 0 enthalten, von selbst wegfallen. so beginnt die Reihe für 


f. (") . rp\ RR 
7) mit dem Term rt ı 


nen vom (m-+-n— 1)" oder einem niedrigern Grade vollkommen strenge. 


und die Formel (7.) ist für alle ganzen Funktio- 


Gleichzeilig ist 
L ’ ' 2 
k A, +1 A b) ER VEREBED A.pA 4 An, 4 ’ eic. 


Es wird sich bald zeigen, dafs der höchste Grad von Genauigkeit, 
welcher mit der vorausgeseizten Form von f(x) erreicht werden kann, dem 
Falle entspricht, wo m=n ist. Es ist dies der nämliche Fall, den Gaufs 
in der oben angeführten Abhandlung, und Jacob: in gegenwärtigem Journal 


nm 


behandelt haben. 


=. 
Das Folgende beruht auf diesem Lemma: 
Unterwirft man eine ganze Funktion f(w) vom n'" Grade der Be- 
dingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von fulgE die 


1 1 1 ; 
Terme, welche u enthalten, von selbst wegfallen, so giebt 


er 


es stets eine Funktion, welche diesen Bedingungen genügt, und dieselbe 
ist bis auf einen constanten Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem, 


dafs das Glied mit 


gleich Null, indem jener constante Faktor den bestimmten Werth Null 


erhält. 
Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.), denen 


zufolge allgemein der Coefficient von — in der absteigenden Entwicklung von 





-„„r verschwinde, so wird die Funktion f(w) identisch 





u—1 


n ut1 . 2 M : : 
F(u)lg gleich £ F(xz)0x ist, vorausgesetzt, dafs F'(w) eine rationale 
1 


ganze Funktion ist. Sei zunächst f(u) so bestimmt, dafs in (10.) £(w) die Form 





An An 
Ru) = tr. 
hat, und sei ferner f(u)—=P+0i, wo P und @ reelle ganze Funktionen 


von u sind; so multiplicire man die Gleichung (10.) mit P—0:. Dann ist 
(P—Oi)f,(w) wieder eine ganze Funktion von a, während die Entwicklung 












. 
- 
. 
} 
| 
| 


| 
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.. . Tr . 1 ; i l 
von (P— Or:)f,(u) mit dem Term mi; beginnt. Also ist der Faktor von — 
’ u 


gleich Null. Da derselbe aber gleich 


Stra P— @i)ou — je -0)ou 


—1 
ist. und die Elemente dieses Integrals alle posiliv sind. so muls, wenn das 


ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element verschwinden, 
also wie behauptet, f(w) identisch gleich Null sein. 

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coelflicienten der Funktion 
f(w) linearen Gleichungen 

A,=0, == 0, ar A,.—=0, PR) \ 

von einander unabhängig sind, indem sich aus ihnen für jede der (n--1) un- 
bekannten Gröfsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dafs man unter den 
(n--1) Coeflicienten von f(w) wenigstens auf eine Art ein System von n 
derselben so auswählen kann, dafs die rn Gleichungen 


(A.) AU A, = 0; Be A,„=0 
in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhängig sind. 


Denn wäre dies nicht der Fall, so müfste man, wie leicht zu sehen ist, aus 
den Gleichungen 


A,w= 6, A=ur a A,==0,, As m=,,, 


sämmtliche Unbekannten eliminiren können, was nach dem eben bewiesenen 
nicht möglich ist. 

Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das 
Verhältnifs von rn Coefficienten zum (rn -+1)'“" auf eine einzige Weise, wodurch 
obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist. 

Differentiiri man nun die Gleichung (10.), und multiplieirt mit «“—1, 
so folgt: 





a) ee ten, 


und eine nochmalige Differentiation nr 


ou 3 (w— 151 = 14 ou (a 76)4 Ar (a —1) Re). 


Diese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (10.). Nimmt man 








er j 
aber jetzt an, dafs fz(w) die Potenzen —, . u om nicht enthält, dafs also 
h = Antı ı Ant .. 
2 TTogerH urt? 
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ist, so folgt 


—|(wW“—1) 


ot ou 





oO hr) R n(n +) Aurı | 





Ö of. “ 
so dafs die Funktion —(( wW“—1) a) n(n--1)f,, nach negativen Potenzen 


1 1 ’ r ’ 
von a entwickelt, die Potenzen —, —, ... —, —— nicht enthält. Multi- 
u u Su 


plieirt man daher die Gleichung (10.) mit a(rn-+1) und subtrahirt sie von der 


vorstehenden, so folgt 


& (WW 12h) — n(n-1) $ Pod 


ou 


of , \c o of. 
= 4— - 2 ((w—1) L)—n(n+1 yfi- du (1) D)_ anf}; 


O8 ° ou 








und da der Faktor von le- "Fr den (r--1)"" Grad nicht erreicht, so folgt 
vermöge des obigen Lemmas, dafs er identisch gleich Null sein muls. Da 
ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur positive Potenzen 
von « enthalten, während das Folgende sich nur aus negaliven Potenzen von 
vw zusammenselzt, und da diese beiden Theile für sich verschwinden müssen. 


haben wir 








| 2 au ie 
(19.) — (a 1) )-an-i)f = 0, 

r o 2 \ Of; N "® Ds 

20) (a1) Sb) na -1)f = 0. 
(21.) Er —_((#—1) )—nn- 1)fı 4 LT — V. 


Nach den bekannten Untersuchungen über die Gleichung (19.) folgt hieraus 
9” (u?—1)" 
2" Tin +1)ou” 
.3.9...2n—1 ar 03 1:3.3.. N 3 mr, 
2 “ 1.2.3...n—2 ‚ 





ak fu) = P.u) = 








und wegen (9.) 
P, ”) 
23) fW — 0,(W =/ ee 


welche Bezeichnung von der gewöhnlichen nur wenig abweicht. Sodann folgt, 


dafs die Gleichung 


P,( 
(24.) ch 


ud BER NIE 1 RR EL} 
cu 








zu ihrem completen ER einen Be von der Form 


(25.) U= AP,(w+DBPO,(uw)--R,(u) 








Er ae £ a 
WERTE EEE SE LET 
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hat. wo #2, (w) eine rationale ganze Funktion vom (n—1)'” Grade, und nichts 
Anderes, als die bisher durch fı(#) bezeichnete Funktion ist. Die Funktionen 
P, Q, & stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation 


(26.) P.,(u)lg 2 — (,(u)-+R,(u), 





? 
oder auch 





(27) 0,.W = P,(u)le _ — R,(u), 


so dafs nur noch die Funktion AR,(w) zu bestimmen übrig bleibt. Zuvor will 


ich aber noch die Formeln 


25) WR, = Pu) —P,W). 


er +1)uP,(w) = (n-1N)P,.ıwW)-+nP,_, (u), 
29)  |@n-+1)u0Q,W) — (n+1)0,.,(W--nQ,_, (u). 
(en -+-1)uR,(u) = (n-i)R,,,(u)-n2,_, (u) 
einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst 


obigen Lemma’s beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) P,(w) für f(w) 


o z (n+1)A,. 
T: mit dem Term — — HH, 
ou „" 





ein. so beginnt die Entwicklung von («°—1) 
Bedenkt man nun, dafs man setzen kann 


@@—1)P,(u) = aP,.(wW-+DbP,_(W+ceP,_,(w)-- +, 
so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coelfficienten, mit 
Ausnahme von @ und d, verschwinden. Die Bestimmung der Constanten « und 
dö hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung der Gleichungen (29.) hat 
man nur (26.) mit # zu mulliplieiren, und ganz ähnliche Betrachtungen anzu- 
stellen. Diese Gleichungen stimmen übrigens im Wesentlichen mit denen über- 
ein, deren sich G@aufs in den artt. 17. und 18. seiner Abhandlung bedient. 
Differentiirt man die Gleichung (28.), so folgt wegen (19.) 
P,.(W)—P,_,(u) = (?n+1)P,(u), 
also auch 
P,-’(u)— P,-;(u) = (2n—3)P,_:(u), 
u. s. f., woraus durch Addition 
(30)  P,..(u) = (?n-+1)P,(u)-—(2n—3)P,_ (u) --(2n —T)P,_(u)-+- 


folgt. Vermöge dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende über: 


(31.) (nn 1)U 


+4 (an —1) P,M+(2n —5)P,3+(2n —9Y)P,;+.tY= 0. 
9* 
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Um nun zur Bestimmung von #,(w) überzugehen, bemerke man, dafs die 
Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von % und nachfolgende 
Multiplication mit (—1)""" folgende Gestalt annimmt: 





| “+1 ee \n— 
P,(u)lgtH vu (—1) ”. 0, — u) (—1) "R,(—u) 


woraus durch Vergleichung mit (26.) A,(— u) = (—1)""R,(u) folgt. Da 


ee 


n—l n—5 


somit AR,(w) nur die Potenzen u etc. enthalten kann, so hat es 


die Form 
R,(uw) = aP,_,(u)-+a,P,_,(u)-+a,P,_;,(u)- 


Setzt man dies in (31.) für U ein, so folgt: 
0 = a|[(a —I)n—n(n-1)]P,_+ «(in —3)(n—2)— n(n-1)]P,_; 











4(2n—1)P,_, --4(2n—5)P,_; 
a, [Rn — 5) (an —6)—n(n+1)]P,_,+- 
42a —9)P,_; a 
und ER. 
ee n—1 u 2n—)5 FE 2n —)9 
FRE Pa . , = 3m — N?’ , = 5n—2)’ u. Ss. W. 


Damit sind die verlangten Funktionen f, fi, /; vollständig bestimmt; 
es ist nämlich: 
9" (u — 1)” 
RE sb, 


an — 2n—)5 
)E euren ee 
fı(wu)=R,(u 217 I P,_,(u) 5 n Pı-(@) 





| fs) = Pifwe) 5 








Bine A ER 
el) ’ 
1 . 
[: (u) OR Q, (wu, as P,(uw) 1 — R, (u) — P.(x)0.r 
u—1 I ua 
— 95 _28+1:.2>+42...2stn 1 





= 2s+1.2s43...2s +3n +1 urtzstt 
Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P,(w) hat G@aufs in seiner Abhand- 
lung gegeben, doch rührt die elegante, obenstehende Form derselben von 
Jacobi her. Auch findet man bei @au/s den Ausdruck von Q,(w) sowohl 
in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in seiner Reduction auf einen 
algebraischen und einen transcendenten Theil. 


Obgleich auf diese Weise die Coelficienten in der Gleichung (6.) ex- 
plicite dargestellt sind, so giebt es doch mit Rücksicht darauf, dafs in den 


EEE ir hi 
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fu) 


) u ia . 
Fi) dort für w nur solche Werthe zu substituiren sind, welche f(w) 


verschwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen für dieselben. Aus 


Gröfsen 


den Gleichungen 


(u —1)P;(w)) = n(n-1)P, (uw), 
Sa —1)A,(w)) = n(n-+1)R,(w) — AP'(u 


folgt durch Elimination von N 


P, (“DR RZ (w—1)P)+4P,P! — 0 


und hieraus durch theilweise ai 
wW—1)(P,R)— R,P/)+2P?: — a. 


Für «=1 ergiebt sich hieraus «=, also ist identisch 
33.) "Z{P,WR}()—R,(w)P!(w}+P:(u) = 1, 


mithin für alle Werthe von , für welche P,(w) = 0 ist: 


34) IX PıW)R,u — 





Daraus folgt für die nämlichen Werthe von w: 








(u) R, (uw) 1— u?” N 2 
3. ADB = — -— (U == . 
(35.) f'(w) P,(w) Bi (1— u?) (P, (w))? 
Die erste dieser Darstellungen ist von Gaufs gegeben; die zweite dagegen 
An blofs von 


hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten Fi) 
der Funktion P/(w) abhängig macht, deren numerischer Werth nu der Auf- 
lösung der Gleichung P,(w)==0 gleichzeitig mit der Wurzel « bestimmt wird. 


Sind 4, @, ... a, die Wurzeln der Gleichung P, (u) —=0, so ist 


1.3.5... 1 
(36) P,w) = arme w— a) Uu— 4)... (u—a,). 





folglich nach der zweiten Darstellungsweise 


1.2.3 
ra) __ (155 = a. 








37. I — E; 
(3°.) f'(a,) Tetra a —4,)... (a, —a,)]” 
so dafs sämmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren zer- 
legt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter der Vor- 
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aussetzung, dafs P,(u) = 0 sei. aus (28.) und (29.) leicht ergeben: 








(38) Ad—w)P/(w) = nP,_,(w) = —(n-+1)P,,,.(u), 
(39.) f,(«) \ 21—u) = 2 (1— u‘) 
Ren: fi) (m (n Pa_ı(ı) y’ - (nA 1) PH (u)? 


Diese Ausdrücke treten durch Auflösung in lineare Faktoren in eine interessante 


Beziehung zum Produkte 
R.(a) F#.(a,) R.(a,) 


P,(a) P,(«,) P. (a,) 
Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dafs, wenn F'(x) eine 
ralionale ganze Funktion von = ist, welche den a 1)" Grad nicht über- 





schreitet, man die streng richlige Gleichung hat 
(\ E23 R.(a, R,(a,) R.(a,) 
10) [Fair — Ele) Fat Be) pay 4. 4 Bla) Io 
a P,( a 1) N nd ur 2 (u n) 
.} 


hälst sich ferner F(a&) in eine nach posiliven ganzen Potenzen von z fort- 








sehreitende Reihe entwickeln, welche für alle zwischen —1 und 1 liegenden 
Werthe von x so stark convergiri. dafs man die Reihe, ohne ihren Werth 
merklich zu ändern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren kann, so gilt die 
Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Dasselbe gilt, wenn man ver- 
möge der besondern Beschaffenheit von F'x) alle auf das 2n'" folgenden 
Glieder in den sogenannten Rest der Reihe vereinigen mufls, wofern nur 
dieser en segen FE'(x) vernachlässigt werden darf. 

hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpolations- 
formel a für den Fall, wo die Grölsen «,, @, ... a, die Wurzeln der 
Gleichung P,(®)=0 sind, in eine andere Form bringen. Ich erinnere zu 
dem Zwecke an die bekannten Formeln 


J PP ‚Or, JPoP.@ör = zn» 


von denen sich die ersıere aus der Betrachtung des Produktes P,(w) Q,,,(%) 
unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun u-+-v<-2n 
und auch 2v <2n, so mufs man mittelst der Formel (40.) den genauen Werth 
dieser Integrale erhalten, und es ist somit 


(41.) 





Er - 


en R. (a) 2 
(42.) ZP,(u)P,(a Ya 11° 


wo die Summen sich auf die Werthe a =4,, %, ... a, beziehen. Will man 








(0 


wre 


: 
1 
% 
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jelzt die Funktion F'(&) durch eine Funktion f(x) vom (n—1)"" Grade er- 
setzen, welche mit ihr für die Werthe z£ = a, @, ... a, übereinslimmen soll. 
so kann man selzen 
Pi ur .) B| x 3 ee ‘. .. I a 
f(®) —— PP, (x) - PPı(2)+PRP,(&)-+++P 


A \ 


P 


n—1 


1] (27), 

und hat zur Bestimmung der Coefficienten /, Air “++ Pu die Gleichungen 
Fa) = PP,(a)+ PP. a)+ PP: a)+ + -+P,_P,_-,(a,) 
Fa) = FRE | ” P, (a;) HB ur Fu -B, 1 P,_ı(a;) 


FF (a) == 3P ai -P, P,(a,)- [a P, (4,) ++ a 


Multiplieirt man diese der Reihe nach mit 





ö R.(a R.(a R,.(a,) 
P (a ı) : P,(a,) A TER P,(a,) —- 
’,(a,) P/( (@, „u P,(a,) 


und addirt, so fallen wegen (41.) alle $ weg, deren Index von v verschieden 


2 
wHl 


ist, so folgt 





da hingegen nach (42.) der Coefficient von ?, gleich 
R.(a) 
P, (a) 
wo die Summe wie oben zu interpreliren ist. Die so bestimmte Funktion f(x) 
ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten p(x) idenlisch, da beides 
rationale ganze Funktionen (a —1)“ Grades sind, welche für n Werthe von 








v ’ 


BB, = ur =ZF(a)P,(a) 


x mit einander übereinsiimmen. Es ist also 
R.(a) 


(43.) g(e) = 7 a ‚„z)ZzF(a)P,(e ee. 


Ce P! (a) 


Ist #(x) eine ganze Funklion (r—1)'" Grades, so fällt diese Formel mit der 


2 Y P, (a) — P,(») 
bekannten Entwicklung zusammen. Selzt man z. B. 2x) = - De 














2—y 
so ist y(x)—= F'(x), ferner Fay=), mithin 
Ru lm Py)E P,(a) R,(a) 
4 2 ha, P! («) 











PODEE: 2v-+1 ıp r Ki (a) ) P, N_p x „P,n— P,(«) R,„(a) 
Ka (N- P;(a) y—«@ ‚(y)= vn P' (a) 

In diesem Ausdrucke ist die erste Summe gleich Z2,(y); die andere kann, da 
P, („)—P, (x) 
A 
erreicht, nach (40.) durch das Integral & 


eine ganze Funklion von x ist, welche den 2n'“ Grad nicht 
P,()—P, ‚(a dx 








— R,(y) ersetzt 


y-ir 
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werden. Folglich ist 


B, = FEHP,(YRly)— PıYR,(y)) 





und 
P, (‚r) M.. P,(») “1 ei ; i 
a = ro APr Nm PtnKRtnıP,e). 


Setzt man hier Ze und Zy statt x und y, so überzeugt man sich leicht, 
dals 3, höchstens vom (na—v—1)'" Grade sein kann. 
Die erzeugende Funktion der Ausdrücke 
II, P,(uw) R,. }- „(U) — fi -+-m (u) R,.(u) be) 


m 


nämlich v»—= I //,x”, genügt der Differentialgleichung 


(0 





or"v 


(1— 2u.c + x) 
oXxX 





+ (2 — u)2tr — 27", 


wie man durch Substitution der Reihe für © mittelst (29.) leicht verifizirt: 
und es findet sich 
"OR 


x NERTR TE vi—Rur-+ x) 








Bw _ 


Daraus ergiebt sich 





we ı = ge Pst Pan) 


u nt+stHl 


P,R,—P.R, — 23 Bern 
V n n En m v+s+1 . 


wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist. 


also wenn vr <In: 





Eine interessantere, auch in der Folge nützliche Anwendung von (43.) 
ist folgende. Setzt man in dieser Formel 


F (=) abe z P, (X) ne (y) er (r) ; 





so erhält man wieder y(z)—= F'(x), da letztere Funktion in Bezug auf x 
ganz und vom (na —1)'" Grade ist. Es ist aber 


n P.(y) Pı-ı(a,) 











Fo) — 4. a)Purlen), 
folglich 
B, wi n +1 „Fr P, (a) P.-ı(a) R,(a) 
’ 2 2 y—a P.(a) 


Aus (38.) und (34.) folgt weiter 
1—a')P,(a)=nP,_,(a), (1—a’)P,(a) R,(a)=nP,_,(a) R,(a) =2, 


a un ER REN, MR 
re wre Sa 
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mithin 
3» —_ ®+l„PinPia Hp, r 
er 2 Ty—aPi(a) ne 
Es ist daher identisch 
n P.(x) P,-ı(v)—P.(v)P,-ı(.r) ee 
(44.) 2 (x) u) - ala) BS =. P,(x)P,(y). 
« Pe vl) 


wie man auch durch Multiplication mit 2 —y und Anwendung von (29.) 
verificiren kann. 
3. 
Sei jetzt, um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle überzu- 


gehen, f(w) eine Funktion vom (m -+-n)'" Grade, welche die Eigenschaft hat. 


. s ’ Ton ch 1 
dafs aus der Entwicklung von f(%) Pe die Terme oe SER ve 
fallen, und sei wie früher 


1.) fu) Bu A OIOFFE 


L—U 





1 
seien ferner 4, 4, ... 4,;m die Wurzeln der Gleichung f(w) = 0, so giebt 
der Ausdruck 


sen+m £ \ 
y zum > fı(a,) F' 


PB | Pr 
im Allgemeinen einen genäherten Werth des Integrals / F(x)0x, während 
Bu 
er diesen Werth genau darstellt, so oft F'(xz) eine ganze Funktion ist, welche 


den (2m--n—1)'" Grad nicht übersteigt. 

Zur Bestimmung der Funktion f(w) bietet sich zunächst ein Weg dar 
durch die Gleichungen 1. (14.), (15.). denen zufolge die erwähnte Eigen- 
schaft von f(w) durch die Gleichungen 

ns 2 ® N) Kl 1 ze\ m m—1 2 MET 
(3.) Jraör=0, J razöz Bus), J res O2 == 0 
bedingt wird. 

Da diese Gleichungen nach dem in art.2 Eingangs Bemerklen von 


einander unabhängig sind, so lassen sich aus ihnen :» Coelficienten von f(w) 
durch die übrigen (n-+1) ausdrücken. Geht man also auf die Wurzein von 
f(u) zurück, so sind durch die Gleichungen (3.) m dieser Wurzeln durch 
die übrigen n auf eine einzige Weise bestimmt; letztere dagegen bleiben 
vollkommen willkürlich. Genau gesprochen besteht also die vorliegende Auf- 
gabe darin, dafs man diejenige Funktion f{w) vom (n-- m)"" Grade bestimmen 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft. 10 
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soll, welche den Gleichungen (3.) Genüge leistet, und für gegebene n Werthe 
von a verschwindet. Zugleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine, 
und nur eine einzige Lösung zuläfst. 

Gegenwärtige Methode gewährt demnach die Möglichkeit, bei der an- 
genährten Integration einer gegebenen Funktion alle Vortheile zu vereinigen, 
welche einerseils aus der Berücksichtigung des numerischen Verlaufs dieser 
Funktion, und andererseits aus der Anwendung der Gaufsischen Methode ent- 
springen können. Man wird nämlich jene » willkürlichen Wurzeln so wählen, 
dafs für sie die Funktion #'(x) besonders einfache, oder auch solche Werthe 
annimmt, von denen ein grofser Einflufs auf den Werth des gesuchten Inte- 
gerals zu erwarten ist. 

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische Aus- 
druck von F'(z) unbekannt ist, während die Werthe F'(a,), F(«.),... F(a,) 
beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind. Kann man es 
alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F'(x) für die übrigen Wur- 
zeln der Gleichung f(x) =0 zu bestimmen, so gewährt die Formel (2.), 
abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen höhern Grad von Genauigkeit, 
als sich mit jenen n» und irgend welchen andern »» Zwischenwerthen im All- 





eemeinen würde erreichen lassen. 
Seien also @, &, ... a, die gegebenen Wurzeln von f(x), und 


(4) y= (2 —-a)(2 —a)...(2 —4,), 
so kann man setzen 


(3.) f(x) gu y(4.2”-- A,x zit. A”). 


Setzt man ferner 
1 { 
(6.) Syaör u u 
—1 


so gehen die Gleichungen (3.) in folgende über: 
0 u A, Y,„- % Ya-ıt An Y, 
0 = 4, ae Y.+.-A”Y, 


0 —= A, Y.„_1+ 4, v4 er .. ADY. -—1) 


und hieraus ergiebt sich, wenn Yı>z Yas - - +» Ym die Werthe von y für 
2 —&%,. Ir, ... 2. Vorstellen, und man von einem constanten Faktor absieht 


"lm 
@) fe)= y/ Pyyar Yn CE — Rn)... (CE) 
. IE, 0, VEREIN, 
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wo Basar 2.) (m — 70,) (0, — 2) (2, — 8)... ist. Ist u M ww 2, 
irgend eine Permutalion der Zahlen 1, 2, ... »n, so ist dies auch gleich 
Ei Im) f a ö 
Y YıY2:.: Yn(2— £ı)( 2—2). (2 — 17.) 
—] } m—1N 5 e 
II(z,,2,9..- 2), 2... 2; 07,07,...07,. 


Bringt man aber in // die Indices wieder in die frühere Ordnung, so erhält 


X), %&,, ... 277 dasselbe Vorzeichen, welches es in der Determinante 


t a 2; ... — I (a, 9 To „0. «L,n 


hat. Folglich ist auch 
8) Im+1).f(&) 
1 
= f a Ya ne Yn (LLC —R:) .. (e— 2.) II(z,; MOEEELE PAR )Y«< O2, 073...0 Ln® 


—I 
Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion f(x), und es steht seiner 
Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen und unbequemen Integratio- 
nen, welche er involvirt. Ich werde daher für einige besondere Fälle seine 
entwickelte Form hersetzen. Es ist für 
a0 flr)=y 
m—1 fa)=y{reY,—Y} 
m—?2 fa)=ye[N7-YY]—-e[YY—-YY,]+[Y—YY]} 
Qy)/m=3 fe) ey YYYHNY—ıY:)} + YY,—YYY,] 
—- I YY—YıY--YYY-—-YıYY-+-YY—YYY,] 
ey,» —-YYY+YYY—YYYA+YY—YY] 
 [Y—-YYY+-YY—YYYArYrY,—YıY,Y;]} 
etc. elc. 
Für gewisse Anwendungen ist es nöthig, die Gleichung (2.) in eine 
andere Form zu bringen. Sei 
y= (2 —-a)(2 —0)...(2—a) = A(z), 
fa) =yB(e) — yA se ie- b,)...(@— bn)> 
so dafs die Gröfsen d,, d,, ... d,„ mit den früher durch @,,1> @,425 +++ Ayyn 
bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner 
F(a) Al.) 


(10.) p(z) — ud; z—a’ 


F(a) Ala)B(&) F(b) Ar) B(x) 
dl) va) = “7 (a) (e—a)B(u) E77) (e—b) A(b) ° 


so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von e=—I1 bis 
10* 
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x ==] genommene Integral von w(x). Man kann aber diese Funktion auch 
in die Form 
F(b)—g(b) A(x) B(.r) 


s ‚{g — (2)-- & 
(1) vet Zu a 





bringen, indem beide Ausdrücke für 2 =a, @, ... a,, 9, d;, ... d, mit 


m 


F'(.r) übereinstimmen, und somit als Funktionen des (n--m —1)" Grades 
identisch sein müssen. Dies festgestellt, erhalten wir statt der Gleichung (?2.) 


folgende: 
n Er ı „F(b)—go(b) f"A(a)B(x) - 
23 2 — +2 I 
(19 A'(a) Fa) | A(b) B'(b) Er Yu, “ 


welche für die Anwendung gegenwärliger Methode einen neuen Gesichtspunkt 











darbietet. Betrachtet man nämlich 


TEEN Ada) vv, .. 
A pix)Or = 0 


—1 


r 1 nn . 
als erste Annäherung an den Werth von / F(xz)or, so stellt sich der Ausdruck 
—1 








FE lan ff ul JR 
Ab) B'(b) I xv—b 
als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen ge- 
nauern Werth zu erhalten. 
So aufgefalst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die Wurzeln 
b,. b,. ... b„ so auszuwählen, dafs die mittelst derselben berechnete Cor- 
rection J eine höhere Genauigkeit erreicht, als sich im Allgemeinen mittelst 


irgend welcher anderer m Wurzeln würde erzielen lassen. 
m) . . 
Ist A)” der bei der Integration von =° begangene Fehler, so hat man 


m) r m) 
nach art.1 A)" —k, N) em Rn, u =d, 


CARE \ fu 0 1 

Im+n ! 2m+tn+1 | 2 (u) / m+S ni 

- u —— tee Lo —— 3 — T TIOr 
m+-n- 1 i BRTPT*® l fu) f («) 0 umtsti .d ft ) 3 


„7 








also 











m-+1 »1 
eu a ME 3 / 2" f(x) 0x. 
m“ 


ee . 
na zum 


gym+n 
ur 


Aus (7.) folgt aber weiter, dafs 


1 an 
/ z”f(x)or 


_' 


Im+1) ee. PR m n n) 2 
— / YıY2::-Yn+ı [2] (213 22; ... Ları) Filz Tarı OF 042. Olayı 
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der Coefficient der höchsten Potenz von z in 


1 
Tu 
f Yıya« Yale — 2,2 —0)...(X CT — Lat) 
II(&,, %,.. Cnrı)Cı € ee OR OR; 


also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich A,., ist. Folglich hat 
man allgemein 

















Br — u 5) 
also z. B. 
ER: 
mA YYY 
I A en IF, Y| " u Y, Y, Y, n 
k\ rn Di n-+?2 4 a Kira 2 12 Y,| elc 
Ir, Y 
A. 


Obgleich die Entwicklungen des vorigen art. für alle in der Praxis 
vorkommenden Fälle ausreichen dürften, so werde ich doch eine zweite Her- 
leitung derselben nicht übergehen, da die gesuchten Ausdrücke auf einem 
andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen. 


Ist f(x) eine ganze Funktion vom (n--m)“" Grade, so kann man 
steis selzen 


f‘ x) = AP,;n(%) +A,P n+m— (2) + „es + "En P,(x) 4 A,tm P.(z). 


i +1 . 1 | | 
Sollen nun aus der Entwicklung von fol 24 die Terme 0 DRLER- — 


ausfallen, so sieht man aus den früher entwickelten Eigenschaften der Funktio- 
nen P, dafs f(x) die Funktionen P,, P,, ... P,_ı nicht enthalten darf, und 
es ist daher der allgemeinste Ausdruck der Funktion (Rn -+ m)” Grades, welche 
jener Bedingung ap dieser: 


f(x) — Wi (X) + A,P n+m—1 (7) + + A, P.(z). 


Diese Funktion soll ferner für 2 =a,, @, ... a, verschwinden. Wenn man 
daher von einem willkürlichen constanten Faktor absieht, so erhält man 


(1.) f(<) = »+ Zr (X) RN) ARE (q;) ..® P(a,) > 
und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt 
(2 —a)(2 —4)...(2 —a,) 


wirklich zu dividiren. Für n=1 gelingt dies mittelst der Formel (44.) 
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arl.2. Setzt man nämlich dort m-}-1 statt n und a, slalt y, so ergiebt sich 








(2.) P,yı(r) P„(a,)- P„(x) Ba (a) vun 2 2m-+l zo V- a P, (=) P (a,).- 
x—a, 2m--1 m--1 er 


Ich werde jetzt einen Hülfssatz beibringen, durch welchen man von vorstehen- 
der Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck 

( 4 nt — d l ) ( zT ii dl; ) .e . ( Br ai dl, 
gelangen kann. 


Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch 4, so 
bilde man die Funktion 








94 04 
4 mr .% Een n-t 
u Ara) 5 kuenanc rec Bu 
Ls (2—1,)(8—a,)...(2— 4,) (X — a,)...(2x— a) (X — 4, ) 
04 





VORBRE (a,) ol 


1 n m (4) 
(2 —a,)(2—a,)...(2— an) ? 





also 
(> — Ya (2—4,)...(2—a,)U 
04 
) O Pa+m (G,) T RN 


04 
+ (x —— d,) a (a,) OP,+m(G,) 4 








nn (X ze a,) FREE (@,) 4 Er (2 — d;) Beet (4; 


fe, Fr 
n-t-m 





Nun ist nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten 











od 04 '$; 0A 
P,+n-ı(2) op. r 77 Parn-ı (4) op u 


pP a = 0 
n+m (@,) s; Fu4n-ı .) 6) P, n+m (4.) ‚ 
mithin Eee gleich 








| 84 04 
2 | x ” .../e 
| T P.ı m—1 (©) © Pose (x) | a, Puin-ı (4) 16 Pr+n (@,) + | 


Transformirt man hier die Faktoren der Partialdeterminanten mittelst der 
Formel (29. art. 2) 

Pe nm n+m—1 
P,.n-ı (4) eu 2n+2m—1 Pin) 3, om 1 Prim (9), 


so zerstören sich alle Glieder, welche Faktoren von der Form 








n+m—1 
2n+2m—i P,+n-: (1) 


erhalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich 

















nm | ui 6) 04 ____._n+m 
nt 2m—1 Prm (2 rer + P.+n(4) 5p n+m(@ yr |= Int2m it 
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Daraus folgt die Formel 











2] _2n+2m—1 
4. — j 
(4.) (2 — a,)(2— a,)...(2— a,) n--m Ü. 
Da die partiellen Determinanten ET ; von derselben Art wie 4 selber, 
n+m(@s 


aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.) die Herstellung 
des Quotienten zur Linken auf die von rn andern Quotienten derselben Gat- 
tung, in denen Zähler und Nenner um eine Ordnung niedriger sind. 


Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhält man 


> . Pu+2 (x) A +1 (a, ) Pan (a,) 


(X—ua)(2—u,) 
Ss+P.. +1 (x) 4 (a, ) / 
LEE P 1 (@;) 


x—a, er 





_. 2m 3 
u m+2 Pr (a u) 


2%  Rmt+i.2m+3 2 gun 
Pe 2mt1 m+1.m-+-2 ® P,x@)Z2ıFan(a)P,(@). 


Ebenso ergiebt sich 




















93 + Pu+3 (4 )P m-+2 (q, P m+1 (a,) ’P, (a, ) 
(2 —a,) (X —a,) (0 —a,) 
2m y| Ss+ Pnr+ er m+ a,) P.,.(a, &- + Pr +2 (E Pin; a Kin 
er ‚pP m- 2 (4 1) Br 2 ( - 2 Peeie _ = - Am, Ä - Ä 
m+3 (X —4a,)(X —4,) (x —4,) (2 —4,) 
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Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die geringste 
Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel nachzuweisen: 


(3.) f(z) = =+ P.(2@)P. m+n—1 (d,).» ’ Pr, (a,) x 
= 2 2m-+1.2m +3... 2m + ?n —1 | 
— Rmti m+1.m+? ...m+n era)... (ei) 
m ser 
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P,(x)2+ en (a,) en Pr; Hi (4,-ı) pP (4, )- 
Es ergiebt sich ferner unter a der frühern Bezeichnung 


fi (X) z+ R.+n (x) sent (d,) a P„(a,), 
(2) = + Quın (X) Par (1) »- P,(a,), 


welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen be- 
findlichen Indices zu bilden sind. 
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Setzt man zur Abkürzung 
EP Pr a.) 
so erhält man für den bei der Integration von =°”'" begangenen Fehler nz. 
welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein mufs, in folgender Weise 
einen neuen Ausdruck. Da nämlich nach art. 1 


(m) (m) | 
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mit wachsendem u nähert. Man erhält 
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Bezeichnet man den Coefficienten von x’ in P,(r), nämlich ya 


durch y,, und setzt vorstehenden Ausdruck dem in art. 3 gefundenen gleich. 
so folgt: 














Am: = +2. 2 (—1)” Anrı 
Ann ei (2m +1) Ym Ym+n A, . 

mithin 

A, (—1)mr Im 1 A 

A, 1.2...2m—1 yY---Imt-Ialatie--Iatnmı A, 
Es ist ferner Au==1,. und wie sich leicht findet 

A, = (1 Pyy, .. Yn—1 II(a, . 1/5 yo. 4,) “ 

folglich 
Re. . (—1)\r@m+r—1) 1,2...m 
(3.) U. = Im Yofır"YmYufır’*)Y m ın-ıJ1 (a, ,42,...4,)A,. 


Setzt man in diese Gleichung die Ausdrücke für WU, und 1.2...mA, ein, 
indem man leiziern aus art. 3 (8.) entnimmt, so folgt 
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Dehnt man diese Formel auf n-+-1 Argumente x, a,,... @, aus, so ergiebt sich 
(9.) E+P.n(®) Ps n—1 (4,) Be P.(a,) 


(—1 )in (2m +n—1) 


IR 2m Yoyır*+Ym-Yofı*+YmmmII(dıy -».4,, €) 
"m pn . . 
/ Yı Y2»» , Yn(2— 7) (2—2:). + (2—r,) [/T(x,. ... T )[oz,02;.. . OL; 


| 
wodurch der Zusammenhang zwischen den Formeln des gegenwärtigen und 
des vorigen art. dargelegt ist, 

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck für f(x) herleiten, der 
ebenfalls eigenthümlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.) mmal 
hinter einander nach x von —1 bis x, ebenso mmal nach «,, @, ... a, von 
—1 bis a, —1l bis &,.... —1 bis a,, und wendet dann in jedem Term 
der Determinante den Jacobischen Satz 


X (m a‘ 2 An I er 2 1 oO" P.(x 
J 'Pı(@)öa” = («’—1) m a 








| 
an, so erhält man 


For Hl) flE)(Or day... 0a,)” 


—] 


— E+f "Pay f"®P ,n(a)dar...f ""”P,(a,)da” 
J J £ 
2 T(A)T(2)...T(n-1) Br 2__4ye 
— 72m) (2m-t2)...T(@m+n) Ke—Ia— 1)... 1)] 
Z+P", (x)P”,_,(a)... Pi” (a,). 


n+m—1 m 





In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes alle 
Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf die gemein- 
samen Faktoren aller Elemente derselben Vertikalreihen heraus, so ergiebt 
sich vorstehendes 

ce —1)(i —1)... .—1)" FZ+zx"a”"...a, 

cf —1)( —1)...(a,—1)]" II(a,,a,_ı,.:-4, 2), 

wo zur Abkürzung gesetzt ist 

u 1 (2m), (2m-+?2) (2m-+-4),... (2m-+ 2n). 

— Drrm+n])* m, (m+1),(m+2),...(mtn) 

und «, wie üblich den Coefficienten von x” in der Entwicklung von (1-+2)‘ 
bezeichnet. Es ist demnach auch 


(10) Z+P,n(2)Par-ıl&):- P.„(a,) 
[a —1)(d—1)...(a, —1)T IT (a,,a,-,ı,... 4, 2)}: 
11 
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oder wenn man 


mn 


oO 





(11.) - kKa—1)(®—1)...(a,—1)]" T/(a,,a,-ı,... 4,2) = V 


(da, da,...0a, 
selzt: 
Om (a — 1m V 

Ox" 

Ist nun der Ausdrnck V reell oder so beschaffen, dafs er durch Multi- 
plication mit einer constanten Gröfse reell gemacht werden kann, so schliefst 
man aus dieser Gleichung nach bekannten Methoden, dafs zum Mindesten m 
Wurzeln der Gleichung f(x) ==0 reell und zwischen den Gränzen —1 und 
41 gelegen sein müssen. Sind also z. B. die gegebenen n Wurzeln 


(12.) >> + pP { r) P n—1 a,) .. 6) = =cC 


m+n (4 J 





ds ds ... a4, reell und aufserhalb jener Gränzen belegen, so müssen die 
übrigen zu Wurzeln echte Brüche sein. — Sind ferner alle Wurzeln der Glei- 
chung F—0 reell, so sind es auch alle Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, 
und die Anzahl der aufserhalb der Gränzen —1 und 1 liegenden Wurzeln 
ist in beiden dieselbe. 

Hieraus ist es ersichtlich, dafs man gegenwärliges Verlahren zur an- 
genäherten Integralion von #'(x) mit grofsem Vortheil z. B. dann wird an- 
wenden können, wenn sich Z(x) für n bestimmte, aufserhalb des Integrations- 
intervalls, und für beliebig viele innerhalb desselben willkürlich vertheilte 
Werthe von .c annähernd oder genau ermitteln läfst *). 


*) Während die vorstehende Abhandlung des Herrn Öhristoffel bereits dem Druck 
übergeben war, kam der Redaktion dieser Zeitschrift eine von Herrn €. Gustav Bauer 
in München verfafste und als Habilitationsschrift besonders herausgegebene Abhandlung 
„Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der An- 
ziehung vorkommen” durch die Güte des Herrn Verfassers zu. Von den Laplaceschen 
Kugelfunktionen ausgehend beschäftigt sich dieselbe mit den nämlichen Funktionen P, 
0, R, welche in der Christofjeische n Arbeit eine so wesentliche Rolle spielen, und in 
einem Anhang enthält sie die Anwendung jener Funktionen auf die Gaufsische mecha- 
nische (Quadralur. Bei so naher Berührung des Gegenstandes der Untersuchung konnte 
es nicht fehlen, dafs die beiden gelehrten Herrn Verfasser, trotz der Verschiedenheit ihrer 
\usgangspunkte und Methoden, “doch in einigen ihrer Ergebnisse zusammentrafen. Zu 
diesen gehört die schöne in Gleichung (32.), pag. 68 enthalte Entwicklung der Funktio- 
nen R, welche indessen Herr Christoffel bereits in seiner 1856 hier erschienenen In- 
augural-Dissertatlion „De motn permanenti electricitatis” pag. 53 veröffentlicht hat. 
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6. 


Zu den Doppeltangenten der Curven 4ter Ordnung. 
(Von Herrn ©. Hesse zu Heidelberg.) 





In der Abhandlung „über die Doppellangenten der Curven 4" Ord- 
nung” Bd. 49 liest man p. 324 und p. 326 die Sälze: 

„Es giebt 1008 verschiedene Curven 3°” Ordnung, welche durch 
„die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenten einer Curve 4” Ordnung 
„hindurchgehen, unter denen nicht 3 Doppellangenten enthalten sind, 
„deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen.” 

„Es giebt 5040 verschiedene Curven 3°” Ordnung, welche durch 
„die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenten einer Curve 4” Ordnung 
„hindurchgeben. Durch die 12 Berührungspunkte dieser 6 Doppeltan- 
„genten lassen sich 4 Paare Kegelschnitte legen. . . .” 

Diese beiden Sätze widersprechen dem Steiner’schen Satze desselben 
Bandes p. 270 keinesweges, welcher also lautet: 

„Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve 4” Grades giebt es, 
„im Allgemeinen, 6048 mal 6 solche, deren i2 Berührungspunkte zu- 
„sammen in irgend einer eigentlichen, nicht in Theile zerfallenden, Curve 
„3“ Grades liegen.” 

Denn man erhält die von Steiner gefundene Zahl der genannten Cur- 
ven 3°“ Ordnung, wenn man die in den beiden ersten Sätzen hervorgehobenen 
Zahlen addirt. Diese Uebereinstimmung mag als eine neue Bestätigung der 
auf den verschiedensten Wegen gefundenen Resultate dienen. 

Es ist aber wichtig die beiden Gattungen von 1008 und von 5040 
Curven 3' Ordnung von einander zu trennen wegen der Folgerungen, die 
sich aus ihnen ziehen lassen, wenn man die Lage der 6 Doppeltangenten 
näher in’s Auge falst, welche ihnen entsprechen. 

Ich werde im Folgenden die Betrachtungen in Kürze andeuten, welche 
auf die genannten beiden Gattungen Curven 3'” Ordnung führen, um daraus 
neue Sätze über die Lage der Doppeltangenten der Curven 4“ Ordnung zu 


entwickeln. 
11 * 
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6. Hesse, Doppeltangenten der Gurven 4 Ordnung. 


Wenn man mit 4 die symmetrische Determinante bezeichnet: 
Un Un Us: Ua 
U, Un U; Uy 
U Un U; Uy 
Un Un Us Uy 








in welchen %,,=u;,,, so stellt unter der Voraussetzung, dafs die Componen- 
ten ,, dieser Determinante lineare Ausdrücke seien der variabeln Coordina- 
ten eines Punktes in der Ebene, die Gleichung: 

I um O 
eine beliebige Curve 4 Ordnung dar. 

Diese Gleichungsform der Curven 4‘ Ordnung ist für die Untersuchung 
der Doppeltangenten dieser Curven von grofser Bedeutung. — Die wirkliche 
Zurückführung der Gleichung auf die genannte Form bleibt freilich ein schwie- 
riges und bis jetzt noch nicht gelösetes Problem. — (Das entsprechende 
Problem bei den Curven 3°“ Ordnung führt auf das der Wendepunkte und 
ist mit diesen zugleich gelöset Bd. 28 p.89). Doch lassen sich schon aus 
der genannten Gleichungsform Schlüsse ziehen, die von geometrischem In- 
teresse sind. 

Setzt man nämlich: 




















Un Un U; Ua Cı Un Un Us; Ua Yı Un Un Us Us Cı 
U, Un Us Uy 0 U; Un Us Uy Ya U, Un Us; Un 0 
a— |U; Un U U; | C—=|U; Up Uz Ug Y%| D=|U; Up Us U; 0; 
Un Up Us Un Un Up Us U Yı Un Un Us U 0; 
Gun % % OÖ Yı Ya %3 9 0 Yı Ya 73 Y, 0 
so hat man die identische Gleichung: 
AU — ac—b, 


in welcher ÜU eine ganze homogene Function des 2'* Grades bedeutet, so- 
wohl in Rücksicht auf die Gröfsen « als auf y und u, Bd. 49 p. 251. 

Aus der Form dieser identischen Gleichung ersieht man. dafs a —= 0 
die Gleichung einer Curve 3'* Ordnung ist, welche die gegebene Curve 
4" Ordnung f= 0 in jedem Schnittpunkte beider Curven zugleich berührt. 
Ebenso ist U=0 die Gleichung eines Kegelschnittes, der von der Curve 
a—0 in jedem Schnittpunkte beider Curven zugleich auch berührt wird, 
während 5=0 eine Curve 3‘ Ordnung darstellt, welche durch alle jene 
Berührungspunkte hindurchgeht. 
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Dasseibe, was von der Curve «=0, gilt auch von der Curve 3" 
Urdnung ce —(. 


Jede dieser Curven 3'” Ordnung a=0O und ce=0O berührt also die 
gegebene Curve Z=0 in 6 Punkten, und die Curve 3 Ordnung b — 0 
geht durch diese 12 Berührungspunkte hindurch. 


Die vier willkürlichen Constanten «, deren Verhältnisse in die Glei- 
chung a—=0 eingehen, lassen sich nun so bestimmen, dafs der Ausdruck « 
in drei lineare Facloren a, @ a, zerfällt, so dafs = ua,.a,.a,. In dieser 
Vorausselzung werden =0, ,—0, a,—0 die Gleichungen von drei Doppel- 
tangenten der Curve 4” Ordnung /=0, weil die in drei gerade Linien 
zerfallende Curve 3" Ordnung «0 nicht aufhört die gegebene Curve 4" 
Ordnung 4=0 in 6 Punkten zu berühren. 


Bestimmt man auch die vier Constanten y so, dafs e ebenfalls in drei 
lineare Facloren zerfällt e = c,.6%.c;, so hat man 6 Doppeltangenten 
4, Ay, Az, €, Ca, €; der Curve 4°“ Ordnung Z/=0, durch deren Berührungs- 
punkte die Curve 3°“ Ordnung & — O0 hindurchgeht. Dieses ist eine von den 
1008 Curven 3°” Ordnung, von denen der oben angegebene erste Satz handelt. 


Da aber jede der Curven 3°” Ordnung «= 0 und e=0 auch den 
Kegelschnitt U—=0 in 3 verschiedenen Punkten berührt, so berühren die 
genannten 6 Doppeltangenten einzeln denselben Kegelschnilt, was auch aus 
der identischen Gleichung erhellet: 


AU = 4,0;,4,6,06, — D*. 


Jeder dieser, durch die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenien deı 
Curve 4 Ordnung #== 0 gehenden, Curven d=0 entspricht also ein Kegel- 
schnitt, den die 6 Doppeltangenten berühren. Daher hat man, gestützt auf 
den ersten oben angegebenen Satz, folgenden: 


Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve 4 Ordnung giebt es, 
1008 mal, 6 solcher Doppeltangenten, welche einen Kegelschnitt 
berühren. 


Um zu der zweiten Gattung Curven 3'* Ordnung zu gelangen, welche 
durch die Berührungspunkte von 6 Doppeltangenten einer Curve 4" Ord- 
nung hindurchgehen, mufs man von einer anderen Gleichungsform der Curven 
4‘ Ordnung ausgehen. 
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Setzt man zu diesem Zwecke: 
Un Un 








U, Un 
und läfst %,,. Ua = Ur, Un beliebig gegebene Ausdrücke zweier Coordinaten 
respective der 1°, 2°” und 3°” Ordnung bedeuten, so hat man die allgemeine 


Gleichung einer Curve 4 Ordnung: 


I a0, 
Die Zurückführung der vorigen Gleichungsform der Curven 4“ Ordnung 
auf diese ist Bd.49 p. 305 kurz angedeutet worden. — Man hat nun die 


identische Gleichung Bd. 49 p. 305: 























4 u.||eı %) = |%, Un alla, %n Yı — [u U. | 
|%,, Un. | Yı Fa U, Un | |U, Un Ya U;, U, | 
a 0% Ollyı p% 0 Yı 7% 0| 
oder: 
I= ac—b, 
wenn man selz!: 
cd, = 0. a =y, = 5 Y»= m, 
und: 
— a4 —AU,ı: bu: — Um, — CC = Un — Mm -—- U,m. 


Die zuletzt angegebenen Ausdrücke bleiben respective von der 1°”, 
2", 3°" Ordnung, wenn man »n einen beliebigen linearen Ausdruck der Coor- 
dinaten bedeuten läfst. Ihre geometrische Bedeutung erhellet aus der zuletzt 
angegebenen identischen Gleichung. Es ist nämlich —=0 die Gleichung 
einer Doppeltangente der Curve 4” Ordnung 4=0. b=0 ist die Glei- 
chung eines beliebigen Kegelschniltes, welcher durch die Berührungspunkte der 
genannten Doppeltangente hindurchgeht, und e=0 ist eine Curve 3" Ord- 
nung. welche die Curve 4“ Ordnung in den übrigen 6 Punkten berührt, in 
welcher der Kegelschnitt die Curve 4'” Ordnung schneidet. 

Die Gleichung e=0 repräsentirt ein ganzes System Curven 3” Ord- 
nung. welche die Curve 4'” Ordnung /=0 in 6 verschiedenen Punkten 
berühren, weil den 3 in dem linearen Ausdrucke m enthaltenen Constanten 
beliebige Werthe zuertheilt werden können. 

Verändert man nun a in den ebenfalls linearen Ausdruck m’, so gehe 
b in db’, e in e’ über, und man hat wieder eine identische Gleichung: 

A= ac—b”, 


die eine gleiche Interprelation als die vorige zuläfst. 
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Zieht man aber diese identische Gleichung von der vorhergehenden ah. 
so erhält man die ebenfalls identische Gleichung: 


0 = alc— c)— (b-V)b—W), 
aus welcher ersichtlich ist, dafs « ein Factor von 5-2’ oder von d— ist. 
Da es nun gleichgültig ist, welche von diesen Gröfsen das Produkt von « 
und einem anderen lineären Factor 4 ist, so wollen wir setzen b —b’ — a4, 


wodurch aus der vorhergehenden Gleichung folgende identische Gleichung 
hervorgeht: 


0 = (ce—c)— Alb--V). 


Diese Gleichung liefert den Beweis „dafs die beiden Curven 3" Ord- 
nung e=0, ce =0, von denen jede die Curve 4" Ordnung 4=0 in 
6 Punkten berührt, sich gegenseitig in 9 Punkten schneiden, wovon 6 in 
einem Kegelschnitt und die 3 übrigen in einer geraden Linie liegen.” 


Bezeichnet man den Ausdruck 3°" Ordnung e — Ab mit d, so hat man 
nach der letzten idenlischen Gleichung: 
d=c—Al=c- Ab; 
daher: 
d —= (c— Ab) (c'-/- 40) 
oder 
cc—d’ —= Abe —be-- Abb’), 


woraus endlich mit Berücksichtigung der früheren Gleichungen folgende iden- 
tische Gleichung hervorgeht: 
dA —= cd! —d.. 
Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dafs die 12 Punkie, in welchen 
die beiden Curven 3°” Ordnung e=0 und € —=0 die Curve 4“ Ordnung 
40 berühren, auf einer Curve 3" Ordnung d==0 liegen. 


Die Ausdrücke e und e’ enthalten aber jeder 3 willkürliche Constan- 
ten, welche respeclive mit m und u’ eingehen. Bestimmt man diese Con- 
stanten nun so, dafs eben so wohl e in das Produkt von drei linearen Facto- 
ren zerfällt, als c’, so werden aus den beiden Curven e=0 und ’ —=0 
6 Doppeltangenten der Curve 4=0, durch deren Berührungspunkle eine 
Curve 3'" Ordnung d—=0 hindurchgeht. Dieses ist aber gerade eine von 
den 5040 Curven dritter Ordnung, von denen der zweite oben angegebene 
Satz handel. Da sich im Allgemeinen die Curven e=0 und € —=0 in 
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% Punkten schneiden, von denen 6 in einem Kegelschnitt und die 3 anderen 
in einer geraden Linie liegen, so werden auch die 3 Doppeltangenten e = 0 
die 3 Doppeltangenten € —=0 in 9 solchen Punkten schneiden. Mit anderen 
Worten. die 6 Doppeitangenten bilden die Seiten eines Pascal’schen Sechs- 
eckes Auf diese Weise entspricht jeder der 5040 Curven 3" Ordnung ein 
P.rscal’sches Sechseck. Man hat demnach den Satz: 

Unter den 28 Doppeltangenten einer Curve £“” Ordnung giebt es, 


3040 mal, 6 solche Doppeltangenten, welche ein Pascal’sches Nechs- 
eck bilden. 


Heidelbere. im December 185%. 
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T. 
Demonstration geometrique de cette proposition, que 
toute fonetion elliptique de premiere espece peut etre 
remplacee par deux fonetions elliptiques de seconde 
espeee, et Developpement d’une formule relative A 
la rectification de P’hyperbole. 
(Par M. €. Küpper ü Tröves.) 


1. A l’aide d’une construclion geomelrique de la substitution de 
Landen, dont Jacobt a fait mention dans une lellre adressce a M. Hermite, 
(vol. 32 pag. 178 de ce Journal) j’ai demontre ailleurs le theoreme de Fugnuno ; 
dans ce qui suil jemploierai celte m&me construction, pour en deduire la pro- 
position en question, ainsi qu’une formule pour Farc de l’hyperbole. 

Sur le diametre d’un cercle soit pris un Fig. 1. 
point fixe © (fie.1); designons par a, 5 les | x 
segmenis AO, BO, par p, p’ les segments va- >’. 
riables PO, P'O d’une corde qui passe par 0, a 
par w, o' les angles PAB, P'BA, enfin par g / er en 
l’angle P'OA. ‘On aura: Be NH u 





—oN? .  . | 
p-+p' = (a-+b) \ 1— () sing‘, PX 





2 2 
a—b* . 
p=a yı- —: sinw'?. 





Il est facile de s’assurer que 
da dw! 


_— 
d’ou l’on conclura: 
a) te —_ dotdu _ _dy 
p' ptr  prP 
ce qui est la substitution de Landen. 
Mais cette equalion peut s’ecrire ainsi: 


p.dy = (pP -+p)do', 
(pP +p)dy+(p —p)dy = 2y'dw' + 2pdw, 
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ou 
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or | 
».p' = ab, pP —p = (a-—b)cosy, 
done: 
pP + p)dp-+(a—b)cosp.dp — 2y' .dw' z do’. 


En substituant pour p'--p et p’ leurs valeurs, on tronve par integration: 





h 
af Kae ! (EP) sing‘ .dp--(a—b)sing 


27% rn > h? yw’ 
2uf | 1— Be sinw'”. dw’ -- "of a EURE 
{ er yı 4 2 ’ i 
oO / Are 

















«a? 
Divisons par @a--b, et posons 
a—b a” — b? 4k 


Pi, BT 


ıl vient: 

(2. E(k,y)+ksing = (14+-K)Eck, w)+(1—Kk)F(k', w'). 
L’equation (1.) donne: 

8) Fik,o) = "FF, 

Done, en remplagant F'(A, o') dans (2.) Rn cette valeur, on a: 

(4) Eik,p)+ksing = 1 MER,o)+ı1A— R)Flk,g). 

Il. En prenant (fig.2.) O sur le Me de AB, et posant 
AB—2a, OM=c, OA=c-a, he 2 in ZMBP=w, _MAP'—w, 
2_AOP' — vw, OP=p, OP'=y', on aura 
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. [77 
et en y meltant Ak au lieu de a 


4ae 4k 
(e+a)?  (i+K) 


p = e(1+k)y1— #” sinw”. 


1: 
zu=2 Kr, 





On a encore 











' / 2 
P—p er 00m u 
—= ayl— — sinw — eyk?’— sin w. 
2 ) a? Y } y 
Puis 
' 
PP > r 2 2 
un =e.csVy ppP=cd—ad, yv=w—w, tgoigw—=cHta:c—a. 
Ki comme 
do dw do — do dw do! 
ee PT ae pP 
il s’ensuil. que 
Pr... Pt» ea’ 





dy+ ——dy = p' do’ — pdw' — p' dw — 


dı', 





2 


' 


p 
De la, en integrant de part ei d’autre, on tire 


5.) / "RZ np .dytsiny = A-kE(k, wo) — (1— k) Fk, o'). 


0 





Les amplitudes w et w' sont liees par l’equation 


Igw in (w' — w) te w — ig w asın 2w' sin 2w' 
y=WgiwW— ww = u u 
© 1H1gwW1gw 7 c+ucos2w + c0s2w 

[5 











Transformons les fonctions E(k',w), F(k',w') a l’aide des formules (2, 3). 
et il resulte: 


K yR—siny'dy = E(k,p)— (1—K) Fk, p)+ ksinp — siny. 


u) 





Mais a cause de 
sin Zw’ sin 2w!' 


u k-+cos2o' ’ rn. ‘ 








d’ou 
ksinpy = siny, 
cette equation revient a: 





6) SR inypay = Elk,)—A—R)Flk,Y). 


Maintenant, pour avoir une expression de l’element d’un arc d’Ellipse 


ou. d’Hyperbole, je me rapporte a la description connue de ces coniques par 
12 * 
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le cöle d’un angle droit, dont le sommet parcourt la eirconference du cercle, 
deerit sur Faxe AB = 2a comme diamelre, et dont l’autre cöle passe con- 
stamment par le foyer de la conique. 

Soit (fig.2 et 3) OPO V’angle mobile, € le 
point de contact sur la conique, dont O, ©’ sont 
K “ les foyers; du point M je mene ä la tangente 
OP, qui est le prolongement de l’elöment ds, la 
perpendiculaire MK==r, alors !’angle AH A= y 


ao e 
"lT. 0. 





ar N, 7 sera egal a l’angle que la normale au point 
forme avec l'axe AB, Vangle KRMP==g sera dans 
l’ellipse (fig. 3.) la moilie de ’angle OEO' forme 
par les rayons vecteurs du point U, et dans 
’Hyperbole (fig. 2.) Vangle AMP sera le com- 
plement de la moitie de l’angle GCO'. Nommant c l’excentrieite de la conique, 
le triangle OTTO’ (ou ET = CO) donne entire les angles p et w la relation: 
sinp:sinw — €:a. 
Soit C’A e devient la projection CK du on EM sur la 
Soit Ü’K’ ce que devient | tion CK du rayon EM | 
tangente, lorsque % devient w-- dw, nous aurons &evidemment 
fir. 3. dans l’ellipse C’ K'— CK—-CC-+- KK — CK-—ds- r.dw, et 
= | | I 
(fig. 2. dans !hyperbole) C’’K'’=CK-+CC-- KK'—=CK-+ds-+r.dy. 
Mais r—acosgy, par consequent la variation de la longueur CR sera 
donnee dans ces deux cas respectivement par 


— ds+a.cosp.dw, et ds+a.cosyp.d. 


En integrant entre les limites O et , on trouve donc pour l’ellipse 


() Ch+s= af "eosp.dy, 


0 


ou d’apres la relation etablie entre p et w: 


OK: af "Yı-%siny.dy, 





ce qui demontre de nouveau le Iheoreme de Kagnano. 
Quant a l’hyperbole, on a ögalement: 








(8) CK-s —= af "1- sin ur.dy —= ef" RZ sin w.dı. 


V 


Pour la transformation de cette integrale on peut recourir A une quelconque 














EEE 
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des formules (5.) ou (6.). En prenant la derniere on obtient: 
(9) CK-—-s = ce.E(k,y)— e(l1—K)F(k,y). 
Il est d’ailleurs tres facile d’etablir directement cette formule, car il ne s’agil 


que d’exprimer en fonction de p la valeur: 


. "y s dp 
CK—s — af cosyp.dy = af ak Zr "ae 


€ e 
0 0 

















dı a cosp 
Or. sinp:sny —= c:a, donc En / „et 
dp ce cosy 
d a?. cos’ 
4.C0SsWp Y = Lu . 
dp, cC.cosWw 
Remplagons «°.cosg’ par 
a — esiny — «—c+ec.cosw; 
il vient: 
dıy ce — a’ 1 RN, 
4.00SY — = C.,C08Y — — €.cosyw — ce (1— k) —— 
dg c cos cosWw 
Or 








2 
ad . 7 / > . 2 
cosy — yı- sing’ — Yl—Ksing“. 


Done nous sommes revenu a l’equalion (9.). 


Treves, 16 Mars 1857. 
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8. 
Die Krümmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger 
Krystalle, Zusatz zu dem Aufsatz im Band LIV 


dieses Journals. 
(Von Herrn P. Zech in Stuttgart.) 





D.: Verfasser der Abhandlung über die Wellenfläche zweiaxiger 
irvstalle (Band LIV dieses Journals) hat in Nummer 11 derselben und zwar 
in den Worten: „oder die Tangenten an die Berührungskurve der Fläche F 
mit der Wellenfläche” etwas nicht Bewiesenes behauptet und wurde dadurch 
zu unrichtigen Folgerungen geführt. Er nimmt daher alles in Nummer fi 
(resagte hiermit zurück. Zugleich bemerkt er. dafs in Nummer 9 zweimal 
steht. „die Erzeugenden der Fläche @ liegen ?2#» den Normalebenen deı 
hegel A,”. statt parallel den Normalebenen. 

Stutteart. Februar 1858. 
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9. 


Zur Theorie der parallelen Curven. 
(Von Herrn R. Hoppe.) 





J: zwei parallele Curven haben eine gemeinschaftliche Evolute, und 

umgekehrt sind alle Evolventen einer und derselben Curve einander parallel. 
Infolge dieses Umstandes geht aus dem allgemeinen analytischen Ausdruck 
der Evoluten einer Curve sehr einfach der ihrer Parallelen hervor. 
Es sei (um die angedeulele Uebertragung auszuführen) s der Bogen. 
o der Krümmungsradius, 9 die Torsion einer Curve, !, m, nr die Cosinus der 
Richtungswinkel ihrer Oseulationsebene in Bezug auf ein rechtwinkliges System 
der zyz; und es mögen die diesen Zeichen beigesetzten Accente Dilferential- 
quolienten nach dem Bogen derselben Curve ausdrücken, auf welche die 
Zeichen sich beziehen. Ferner sollen die Zeichen ohne Index zur Evolute 
einer Curve, die gleichnamigen mit dem Index 1 zur Curve selbst gehören. 
so dafs der Punkt z,y,2, auf der Tangente im Punkte zyz liegt. Dann ist. 
wie ich in @runert’s Archiv f. Math. u. Phys. Bd. 25, H. 2 gezeigt habe. 
folgendes der Ausdruck der Evoluten in Elementen der Evolvente: 


2 — nor, -oltg (9, --e) 
Pi n Zah GO |! 
y=Yıt9ıyı -Qmtg(9ı €) 
“r a “> 2 „ C ] 
Ey —— “1 - 0,31 — 9,n,le(d,-- c) 


wo die verschiedenen Werthe der Constanten ce den verschiedenen Evoluten 
entsprechen, und die Gröfse 
v7 = SH, ös, 
um sie geomelrisch zu bestimmen, den Bogen ausdrückt, welchen der eine 
Endpunkt einer Geraden —=1 beschreibt, die bei variirendem s, senkrecht auf 
der Osculationsebene bleibt, während der andere Endpunkt fest ist. 
Der Abstand der Punkte zyz und x,yı2, ist den aufgestellten Glei- 


chungen zufolge 


= u 
—+t cos(#, +c) 


Nimmt man nun auf der Verbindungslinie beider Punkte, d. i. auf der 
Tangente der Evolute, in constanter Entfernung —= «a von x,y,2, einen Punkt 
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2,)y3%,. so sind die geometrischen Oerter der zwei letztern parallele Curven. 
und man hat wegen der Eigenschaft serader Linien 





2. m N Y. yY 2. 2 7 

. 4 /?2 vi 2 I . 
EugsEe Mi ER AR er ee + — c0S (x ı rd 
X—r  v—y, y— 27, u! 


Das Doppelzeichen der letzten Gröfse kann man ohne Beeinträchtigung der 
Allgemeinheit weglassen, weil es durch die willkürliche Constante e mit ver- 
treten wird. Demnach ist . 


! f . f) | i 

dv, = I r4U 0; D cos I, + c) 7 al, sin $, -} ec) 
Y: = Yı7z 49: yı c08$ 4 4 ce) — am,sin/4,— €) 
„ . > l | 

> = 2, 7 d NZ 2, cos (, 4 ce) — an,sin I 1 e) 


der Ausdruck einer beliebigen Parallelen mit der Curve 2,,7,2,, Welcher 
durch seine zwei willkürlichen Conslanten @ und e seine vollständige Allge- 
meinheil anzeigt. 


Berlin. den 30. August 1857. 
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10. 


Theorie der homogenen Funetionen dritten Grades 
von drei Veränderlichen. 
(Von Herrn $. Aronhold.) 





Der Verfasser dieser Abhandlung hatte die Absicht, ehe er die Theorie 
der homogenen Funclionen dritter Ordnung von drei Veränderlichen der 
Oelfentlichkeit übergiebt, eine ganz allgemeine Theorie der homogenen Funclio- 
nen auf Grund einer Schrift*), welche er der Königsberger Universität im 
Jahre 1851 überreicht hat, zu bearbeilen, allein Berufsgeschäfte. welche 
seine ganze Thäligkeit für die angewandte Mathematik in Anspruch nalımen. 
und noch fortdauern, hinderlen ihn daran. 

Um nun seinen Antheil an der Entwicklung der neueren Algebra nicht 
sänzlich aufzugeben, erlaubt sich der Verfasser seine Untersuchungen so vor- 
zulegen. wie er sie in einer bereits ältern Bearbeitung besitzt. und wie sie 
im Grunde auch entstanden sind, und bittet um Entschuldigung wenn Weil- 
läuftigkeiten dadurch entstehen mufsten, dafs der specielie Fall der allgemeinen 
Theorie vorangeht,. und insbesondere, dafs eine allgemeine Theorie der In- 
varianten diesen Entwicklungen nicht vorausgehen konnte. 


S. 1. 


In den vorliegenden Untersuchungen werden folgende Bezeichnungen 
und Benennungen gebraucht werden: 


Sind 
I, 2, 4; U, U. U; 
zwei Systeme von ursprünglichen Variabeln und 
An A, 4; U, U, 8; 


zwei entsprechende Systeme von neuen Variabeln, welche in der gegensei- 
tigen Beziehung stehen, dafs 


as = wÄA+m.h+0,Ä, U = 4 Pıu + Yıu; 
1) In =-AK+BEKABK 2) (U, = sun thmtyu, 
ni Ba At +; U; = 344 Bw 4 y;W 





*) „Ueber ein neues algebraisches Princip zur Behandlung der Transformalions- 
probleme homogener Functionen, vermiltelst linearer Substitutionen”. 


Journal für Mathematik Bd. LV,. Heft >. 13 
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ist, so soll 1) eine ursprüngliche Substitution und 2) die /ransponirte 
Substilution genannt werden. 

Die Transposition eines linearen Substitutionssystems, welche darin be- 
steht, dals man einerseits die gleichvielten Horizontal- und Verlicalreihen, an- 
dererseits die ursprünglichen und neuen Variabeln mit einander vertauscht, ist 
zuerst von @aufs benutzt worden, nur schreibt derselbe beide Systeme mit 
denselhen Variabeln, was für die vorliegenden Untersuchungen nicht zweck- 
mälsig sein würde. 

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Determinante beider Substitutio- 
nen durch: 

’— 2.7; 
ferner durch 
[(21,%:,2;) und f'(A,, Ä:, A,) 
zwei homogene Funktionen, welche durch die ursprüngliche Substitution in 
einander übergehen, so soll: 

I) IAnvariante, diejenige Verbindung .7 aus den Coefficienten von f 
genannt werden, welche zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f’ 
gebildeten f’ in der Beziehung 

4 —= rt.d 
steht. 

I) Covartante, diejenige Function der Coefficienten von f und 
der Variabeln ©,, 2, X;,, welche, unter Anwendung der ursprünglichen 
Substitution (1.), zu der entsprechenden, aus den Coefficienten von f’ und 
ihren Variabeln A,, Ar, A, gebildeten Function „’ in der Beziehung 

p(A,A,,d,) = r'.p(&ı, Cr, 75) 
steht. 

III) Zugehörige Form, diejenige Function 7’ der Coefficienten von 
f und der Variabeln w,, %,, %,, welche, unter Anwendung der Zransponirten 
Substitution (2.), zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f’ und den 
Variabeln U,, Ü,. U, gebildeten Function 7” in der Beziehung 

T'(U,,U;,U,) = r’.T(w,,w;, u;) 
steht. 


IV) Zwischenform, diejenige Function © der Coefficienten von f, 
welche gleichzeitig eine Function der Variabeln &,, 2, x, und %,, %, u, 
ist, und unter Anwendung sowohl der ursprünglichen als der fransponirlen 
Substitution, zu der entsprechenden aus den Coefficienten von f’ und den 
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beiderseitigen Variabeln A,, A,, A, und ÜU,, Ü,, U, gebildeten Function © 
in der Beziehung 

9(U,.U.,U;; X,&,,,) = rO(u,1,U,; 0,0%, .0,) 
steht. 

Die Benennungen (I) und (Il) sind von Herrn Sylvester slall der älteren 
„Formendeterminante” und „Funclionaldeterminante” in Vorschlag gebracht 
worden. Die Benennung (III) gebrauchte zuerst @aufs. Die 4“ Klasse ist 
bisher als eine besondere Klasse nicht beachtet worden. Die ganz besondere 
Wichtigkeit derselben wird aber aus dem Folgenden ersichtlich werden und 
ihre Bezeichnungsweise zweckmäfsig erscheinen, weil sie den Uebergang von 
(IT) zu (III) bildet. 

S. 2. 

Die Betrachtung der vorstehenden 4 Funclionenklassen mufs man so- 
gleich auf ein System von homogenen Funclionen ausdehnen, d. h. man muls 
ein System gegebener homogener Functionen von denselben Variabeln vor- 
ausselzen, welche durch ein und dieselbe Substitution gleichzeitig in ein 
System entsprechender Functionen, der Reihe nach von denselben Orduungen 
transformirt werden sollen, und die 4 Functionenklassen aus den gesammlen 
Coefficienten des Systems herstellen. Ich will daher in diesem Falle die 
Invarianten, Covarianten, zugehörigen Formen und Zwischenformen, so ofl 
Unterscheidungen nöthig werden, szmullane Invarianten, Covarianlen, zuge- 
hörige Formen und Zwischenformen nennen, so dafs die gewöhnlichen Deter- 
minanten simullane Invarianten für ein System Öönearer homogener Funclionen 
sind und die erste Gattung bilden. Die nächste Gattung von Systemen erhält 
man, wenn man von den gegebenen homogenen Functionen nur eene die ersle 
Ordnung überschreiten läfst, und der erste specielle Fall hiervon, nämlich die 
Zusammenstellung einer homogenen Function beliebiger Ordnung 

f(zı, &2, 23) 
mit nur eöner linearen 
U= ws --wn-4W7;, 
in welcher ,, %,. u, die Coefficienten sind, giebt einen sehr einfachen und 
charakteristischen Uebergang der 4 Functionenklassen in einander. Es gilt 
nämlich der folgende Satz: 

Jede simultane Invariante der beiden Functionen f und U ist eine 
zugehörige Form für f, und jede simultane Covariante von f und U ist 
eine Zwischenform für f. 

13* 


‘ 
u 


In 
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Der Beweis ergiebt sich sofort. wenn man die ursprüngliche Substi- 
tulion ($.1,1) auf U anwendet, da dann, wie leicht ersichtlich ist, die Coef- 
ficienten der transformirten Form U’ dieselben linearen Ausdrücke werden, 
welche die transponirte Substitution ($.1, 2) bilden, d. h. 


U’ — U, Ä, -- U, Ä, /- U, A, 
wird. Bezeicehnet man durch 7’ eine simultane Invariante und durch © eine 
simultane Covariante für f und U, so genügen diese daher den Bedingungen: 


0,0, 9, = fr I(u,, %,, u;), 9 (U,,U,,U,) = r’O(u,u,,u;) 
und werden dadurch respeclive zugehörige Form und Zwischenform für f. 

Die Covarianten lassen sich aber auch als zugehörige Formen dar- 
stellen. wenn man beachtet, dafs, vermöge des Charakters der transponirten 
Substitution, die letztere durch nochmalige Transposilion wieder die ursprüng- 
liche Substitulion wird, wenn man nur bei der zweiten Transposition wieder 
die ursprünglichen Variabeln gebraucht. Es folgt daher: 

f) dafs die zugehörigen Formen der zugehörigen Formen Co- 
varianten der ursprünglichen sind; 

2) dafs die Covarianten der Covarianien Functionen derselben 
Art bleiben; 

3) dafs die zugehörigen Formen der Covarianten und die Co- 
vorianten der zugehörigen Formen für die ursprüngliche Function zu- 
gehörige Formen sind; 

4) dafs die Invarianten sowohl der Covarianten als der zuge- 
hörigen Formen zugleich Invarianten der ursprünglichen Formen sind; 

3) dafs die lineare Function 

U=- un tun +2; 
für alle homogenen Functionen derselben Variaseln gemeinschaftliche 
Zuvischenform ist. 
In Bezug auf (5.) wäre noch zu bemerken, dafs, weil 
U'—- UX-+-U%-+U,X, 
vermöge ($.1, 1) und ($.1, 2) wird, A=0 d.h. 
 PAaR ER 7} 


Ich setze nicht voraus, dafs die 4 Functionenklassen ganze Functionen 
sein müssen. Es wird im Gegentheil für rein algebraische Untersuchungen 
nothwendig,. sowohl gebrochene als irrationale Functionen dieser Art zu unter- 
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suchen. Wenn man sich aber die Aufgabe stellt, die einfachsten derselben 
zu finden, aus welchen die übrigen sich zusammensetzen lassen, so wird man 
diese aus den rationalen und ganzen Functionen entnehmen müssen, für welche 
übrigens der Exponent A in r immer eine ganze positive Zahl sein mufs. 


$. 3. 
‘s seien 
h(2,,2,8) = Zuss;8) 
f.(21,22,%) = Zb,@,®; 


I;(21; L2;, %;) = Ca L,2, 
drei homogene Funclionen der zweiten Ordnung von den Variabeln &,. ,. 
2,. und 

4, — 4,5 bb; 7 7PZ 


so kann man, wie bekannt, für jede Function einzeln eine Invariante und eine 
zugehörige Form bilden, nämlich z. B. für die erste die Determinante: 


Ad Ad As 


(1.) I= | AM, A, = Ftm,tad, 





la, d;, As; 

als Invariante, und 
/ 1.2 eur EIER 
(dr Ay; — 45) U, + (43 4 — 415) U (4,2 — 45) U; 


@) T 


\ 


+ 2 (4,24; — 411 423) U, U; + 2 (dd — Ay A;;) U U; 

Eu. 2 (dd — Ad) U U; 
als zugehörige Form, und zwar ist letztere in Bezug auf die Variabeln von 
der zweiten Ordnung und ihre Coelfficienten sind die partiellen Determinanten 
des Systems,(1.). 

Wir werden aber in der Folge auch die semultanen Invarianten und 
zugehörigen Formen für alle drei Functionen f,, fz, f% gebrauchen, und wol- 
len daher alle, sowohl die vorstehenden (1.) und (2.) als die simultanen, aus 
einer einzigen Quelle ableiten, welche einerseits für alle Functionen gerader 
Ordnung benutzt werden kann und andrerseits einen Algorithmus liefert, der 
zur Ausführung einer Reihe von Darstellungen für die homogenen Functionen 
der dritten Ordnung unentbehrlich ist. 


Theorem ]. 
Wenn man das Quadrat der Determinunte 
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(9.) vv» | = tun; 





jo, un WW; 
hildet, in welcher die Elemente willkürliche Gröfsen sind, und statt der 
Potenzen und Producte zweiter Ordnung: 


U, u, 3 ‚m ®; $) m, u; 


die entsprechenden Üoefficienten: 


A,» b.ı» Cu 
der drei homogenen Functionen fi. fi, f substituwrt, so erhält man eine 
I, erbindung: 
(4,0, 0, 
welche eine simullane Anvariante der drei homogenen Functionen zweier 


Ordnung »st. 
Beweis. 
Bezeichnet man die transformirten Formen von fi. f£., f; durch: 
(A, %,.,%) = Za,A,A, 
RK, %,X,) = 26,X,X, 
RA, A, d,) = Fe, Ä,Ä, 
so kann man zu den Coefficienten 
a, B) b',; B) Ch 
dadurch gelangen. dafs man zuerst die drei linearen Funclionen 
ur +0 + Wr; 
(4.) vr, - 


ı 


"90,4 BT; 
wc Fun, -- w;T; 
durch die ursprüngliche Substitution transformirt, die erhaltenen transformirten 
Formen quadrirt und dann in denselben die symbolische Substitution 
(e.) uww=q4,, vu —=b,; ww, — 6, 
ausführt. Nimmt man an. dafs die transformirten Formen von (4.) die fol- 
senden sind: 


U,X, + U,X,-+ U,X, 
5) INKANKAnK 
W; Ä, 4 W; Ä, 4- W,; Ä, s 
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so werden mit («.) auch die symbolischen Gleichungen 
(P.) UU,—=«,, V,V,=b,, W.W,= c,; 

selten. Nach einem bekannten Determinantensatz ist aber 

Z+UV,.W, = r.IZ+uvw,;. 
also auch 

Z+UV,W,; = r. Z+turnw,); 
substituirt man rechts die Werthe («.), links die Werthe (/.). so entsteht 
daher in Folge der Definition der Verbindung (a,b, ec): 

(6.) (a,b,c) = r’(a,b,e) w. z. b. w. 
Ich gehe nun zuvörderst zur Bildung von (a, d, e) über, welches auf 

den oben erwähnten Algorithmus führt. Es ist 


(+ U, Ü, w,) _- N u, (v, ID; ——. U, W,) 4- U; (dv; mw, APuD. v, ıw,) 3 : U; { Ü, u, en. U, ww) 


und mit Anwendung von («.): 


| 


u; +00 — 2v,v,unw, 

b22 63; + b3; 6 — 2b; 65; 

v, 0,0, W; -—- 90, WW, — VW) W, — WPD, 
b>3 6; + b363 — ba; 0» — Cy;bn. 

Da sich die übrigen Potenzen und Producte durch Vertauschung der Indices 


ergeben, so kann man zunächst das Resultat der Substitution («.) für die 
Potenzen und Producte v,v,, w,w, allein angeben. Bezeichnet man dasselbe 


(9%, WW, — d; 105)" 


| 


( Ü, U’; Gr z U; ws) (V; m, — v, W;) 


| 


durch: | 
(7)  Zu,u,(b, cc)”, 
so ist vollständig: 


(b, ce)" = (vw, — vw)” — 663 + b3, 62 — 256363 

(b,. ce)” = (vw, — dw,” —=b;, Cut dcs — 2656; 
(8.) (b, 0” —= (vw, — ,w,) —= bu Ca + d2 61 — 2b2Cı: 

(b, ec)” = (uw; — v,w,) (dw, — vw) —= b,. C3-+ bi3Cı — Dur Ca: — B2Cı, 

(b, ce)” = (v,w, — v,w,) (9, Wr — dw) = bC. + bdi269 — bat — Discı: 

(b, c)" = (v,;w, — v5) (9,0, — dv, 0.) = di;C3 + b3,65 — da;6 — bu 6;5; 
und dieses ist das in der Folge häufig zu benutzende System. Setzt man 
demnach noch ‚u, =a,;, so folgt aus (7.): 

(9) (a,b,c) = Za,(b, c)* 


in vollständig ausgerechneter Form. 
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Die Invariante (a,b, c) :st aber in Bezug auf die 3 Systeme 
d,;5 Dd,1> €,, symmetrisch; denn die Determinanle (3.) selbst, aus welcher 
sie entstanden ist, bleibt bis auf das Vorzeichen unverändert, wenn man die 
Systeme &,, v,, w, mit einander vertauscht, und ihr Quadrat läfst auch das 
Vorzeichen ungeändert. Es ist also 


(10.) Za,(b,c)”" = Zb,(a, c)* — Zc,(a,b)" — 
Za,(6,b)”" = Zb,,(6,a)”" — Zec,,(b, a)”, 


weil wegen (8.) auch die partiellen Invarianten (db, e)* durch Verltauschung 
der Systeme Ö,, und e,, sich nicht ändern. Durch Specialisirung, indem man 
von den Systemen a@,;, Ö,,, €,, entweder je zwei oder alle drei einander 
gleich setzt, erhält man hiernach ZO von einander verschiedene Invarianten, 
nämlich: 

drei wie (a,a,a) = Fa,,(a, a)” 

(11.) sechs wie (a,b, b) = I&a,, (b, b)* — Eb,, (a, b)” 

und eine (a,d,c)—= Z&a,,(b, c)*. 

Die speciellste derselben 


(a,a,ad) = Za,,(a, u)* 


er 
ist aber nichts anderes, als die bekannte Invariante 4 (1.) der homogenen 
Function zweiten Grades von drei Veränderlichen, jedoch multiplieirt mit dem 


Factor 6, denn setzt man in (8.): 


\ 


ME d,;> Cu d,;» 


so entsteht: 


\ 


(a, a)" 2 (Andy; — 455) 


(a, a)” 2 (4; 4, — Ad },) 


u. Ss. W., 


welche Ausdrücke die doppelten partiellen Determinanten des Systems (1.) 
sind. Man hat daher, wie bekannt: 


I —= 4(a,(a, a)" +0,(a, a)" + a,(a, a)") 
Id = 4 (4. (a, a)” 4 da (a, a)” + 43; (d, a)”) 
4 — 3(4,(a, a)” + a,(a, a)” -+ 4,(a, a)”), 


also durch Addition: 
(12) 64 = Za,l(a, a)” —= (a,a,a). 


Die vorstehende Definition giebt ferner auch die unter (2.) bezeichnete zu- 
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gehörige Form, nämlich: 
(13) T= AFu,u,(a, a) 
und überdies drei semultane zugehörige Formen wie 
Zu,u,(a, by“, 


welche den Gleichungen (10.) nämlich: 


(14.) | Zuu(ab)” = Zu,u,(b,a) —= a, (uu, b) 
— Fa,lb, un)” —= Zb,(u,uu)” — Zb,,(uu, a)“ 
senügen. 2 


Der Beweis hierfür folgt aus der $.2 entwickelten Eigenschaft der 
zugehörigen Formen, da 


(15) ZUU,(a, 6b)" — r.zZu,u; (a, 5)” 


Z 


ist. 


$. 4. 

Mit Hülfe der vorstehenden 10 Invarianten und 6 zugehörigen For- 
men, kann man fast alle Fragen beantworten, welche die Theorie der ternären 
quadratischen Formen algebraisch darbietet, andrerseits bilden sie die Basis 
für die cubischen Formen, und nur insofern werde ich sie hier weiter be- 
nutzen. Ehe ich jedoch darauf eingehe, ist es wesentlich die Frage zu beant- 
worten, wie weit die vorstehende Theorie verallgemeinert werden kann. In 
der That kann man sie wörtlich auf homogene Funclionen von beliebig vielen 
Variabeln und beliebiger Ordnung übertragen, indem man stait der Deler- 
minante ($.3, 3) eine Delerminante mit ebensovielen Elementen zu Grunde 
legt, als das Quadrat der Anzahl der Veränderlichen beträgt, und diese auf 
eine Potenz erhebt, welche der Ordnung der homogenen Function gleich ist; 
indessen ist hier ein wesentlicher Unterschied zwischen den Funclionen gerader 
und ungerader Ordnung zu machen, man erhält zwar in beiden Fällen simul- 
tane Invarianten. will man aber daraus eine Invariante für eine einzelne 
Function ableiten, wie im Vorstehenden 

d= (a, a)” a,,; 
so findet man, dafs durch Gleichsetzung der einzelnen Coellicientensysteme, 
wie 4,,—=b,,=c,;, jedesmal identisch Null entsteht, wenn die gegebene 
homogene Function von ungerader Ordnung ist, weil die simultanen Invarian- 
ten aus ungeruden Potenzen der Determinante entstehen, also ulternirend 


sind, sobald die gegebene homogene Function von ungerader Ordnung ist; es 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2 14 
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wird demnach schon für die eubischen Formen von 3 Veränderlichen ein 
anderer Angriffspunkt nothwendig, den wir sogleich darlegen werden. Wenn 
man eine homogene Function ungerader Ordnung in das Quadral erhebt und für 
diese als Funclion gerader Ordnung die vorstehend definirte Invariante bildet. 
so erhält man zwar auch für die ursprüngliche Function eine Invariante, in- 
dessen ist diese nicht immer die einfachste, wie schon die folgende Theorie 


zeigen wird. 


Von den ersten Grundformen der homogenen Funectlionen dritter Ordnung. 


$. 5. 
Ks sei 
(1l.) f(#1,0:,2%,) = Fa, T,TT, 
eine gegebene homogene Function der dritten Ordnung, und 
4. An 4a u > Guns 
also alle Coefficienten, welche zwei gleiche Indices haben mit dem Factor 3. 
und 4,,, mit dem Factor 6 versehen, sobald man die Summation (1.) ausführt. 


Theorem 2. 
Bezeichnet man durch: 
| 5 


v 1 " ) Ü 3 


D 


(2.) 


vw WW 1%; 


pyı m Pl 
ein unvollständiges System von Elementen, welches die 4 Determinanten 








A= Zu wm, B= -Ztiuwwp:, U. = Ztunp;, 
D= — F+uuw, 
liefert, so erhält man eine Invariante von f, wenn man das Produkt 
A.B.C.D 
der vier in (2.) enthaltenen Determinanten bildet, welches in Bezug auf 
jedes der 4 Systeme von der dritten Ordnung ist, und statt der Poten- 
sen und Produkte dritter Ordnung: 
U,UU,, v„vD,; www, PxPıPu 
überall die entsprechenden Üovefficienten 
Ayau 


der homogenen Function f setzt. 
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Die entstehende Function, welche ich durch 68 bezeichnen will, weil 
sie. wie nachher ersichtlich ist, den Factor 6 erhält, ist offenbar in Bezug 
auf die Gröfsen «,;, 


die erste Invariante genannt werden. 


homogen und von der 4" Ordnung. und soll genauer 


Das Produci ABCD ist eine symmetrische Verbindung der 4 Systeme, 
denn wenn auch jede Determinante einzeln das Zeichen bei der Vertauschung 
wechselt, so wird das Produkt A.B.C.D doch aus einer geraden Anzahl 
Zeichenwechsel bestehen, mithin nicht alternirend sein; durch die angegebene 
Substitution kann in Folge dessen nicht Null entstehen. Bezeichnet man durch 


(4.) [A ’ A, ’ A;) er Sau Ä, A, Fi 


die Iransformirle Form von f, und bildet aus den Coefficienten dieselbe In- 
variante NS’, so ist sofort ersichtlich, dafs 


BD eur 
ist. denn wenn man wie $.3 (4.) die vier linearen Functionen: 


u, Tı u. U, To + U; LU; 
v, T, -- ®, TC, + U; T; 
wm; TC, + wm, I, —- W; T; 


x En u. 
PıXLı + PaX2 4 Ps 8; 


gleichzeitig transformirt, und die neuen Formen durch 
UX-UXN+U;,ÄA, 
V, Ä, + v, A, + v; A, 
W.X,+W;X,+W;,A, 
PX, + P,X, + PX. 


bezeichnet, ihre Determinanten durch 
a 
so hat man 
A'—=r.4, B=r.B, UÜ=r.(, D=r.D, 
also 


(6) 4.B.C'.D' — r'. ABCD. 


Setzt man aber wie in $.3: 


A, zu an ar uuUu,, 
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so geht f’ über in 

(U, A,-+ U,X, 4 U; 3) 
und Aehnliches gilt für die 3 andern Systeme; hieraus folgt durch dieselbe 
Schlufsweise wie dort, dafs 


Tr T r ! ” pr r ! y ” 
UUU,=a,, V.VY/, =. W.,WıW.„,=a.., P.PıP,= «a, 


geselzt werden mufs, und daher (6.) in 
69 = 6.8 
übergeht, w. z. b. w. 
S. 6. 

Ich will jetzt die Invariante S vollständig darstellen, d. h. die Multi- 
plication der 4 Determinanten A, B, C, D ausführen. Wollte man hiezu den 
gewöhnlichen Weg einschlagen, so würde das Resultat nach complicirten 
Rechnungen in ganz aufgelöster Form erhalten werden, welche weiteren Ope- 
rationen hinderlich ist. Mit Hülfe der $. 3 definirten Verbindungen und 
Operationen wird die Rechnung sehr einfach und das Resultat sehr über- 
sichtlich. 

Man bemerke, dafs die Invariante der quadratischen Formen $.3 (9.) 

(a,b,c) = Za,(b, ec)“ 

durch die Substitution 

a, =UuUu;, b,; =D, a„=z=w,w;, 
in 

(Z+uvw;) 

übergeht, daher ist umgekehrt identisch: 

(1.) Z+u0w) — Zw,w;,(uu, vv)”. 
wo die Bezeichnung 

(uu, vv) 


der Bezeichnung $.3 (8.) 
(a, b)*' 


entspricht. Auf ähnliche Weise läfst sich aber auch das Produkt 
2> tun w, I +u0P; 
darstellen, indem dasselbe aus (1.) hervorgeht, wenn man diese Gleichung in 


Bezug auf w,, ©», ww, total differentiirt und statt der Incremente die ent- 
sprechenden p,, P., 9; substituirt, daher folgt 


(?.) tun wZStunp = Z(w,pı + w,p,)(uu, vv)”. 


(Die Summe ist wie immer über alle Werthe 1, 2, 3 für z#, A auszudehnen.) 
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Es ist aber 


D-= — Zruvw,, = FS+unp;, 
also 
(3) 2CD = — F(w,p;+p.w;)(uu, vv)”, 
ferner ebenso 
2AB — — (un, 4% v,)(ww, pp)‘, 


wenn für o, o dasselbe gilt, was vorher für #, 4. Daher hat man 

(4) AABUCD = ZE(w,p,-+w;p,) (ww, pp) (u,v,4u,v,)(uu, vo)” 
und in dieser Form stellt sich das Produkt so geordnet dar, dafs man unver- 
züglich die Substitution der a,;, ausführen kann. 


Hierbei bemerke man ein für alle Mal, dafs die Coefficienten von f' drei 
Gruppen bilden, je nachdem sie in einer bestimmten der parliellen Ableitungen: 








df 2 2 2 1 I € 
3 d r — U 7 2. da X; 4- Udı33 LT; -- 24,3% TC; zy dus L, Is a% 2a,nXı Hh 
Br 
df 2 2 2 ‘ ‘ 
(5.) 3 - Ad, + da 25 + (42337; - 223 02, + 24,5, Lı 5 + 222 Cı €: 
| r, 
df 2 21 2 ‘ 
3 
vorkommen; die partielle Ableitung nach x, hat nämlich alle Coefficienten, 


welche den festen Index o besitzen, während die übrigen alle Combinalionen 
der Zahlen 1, 2, 3 zu je zweien eingehen. Denkt man sich nun die 3 homoge- 
nen Funclionen zweiten Grades $.3 fi, f, f durch die vorstehenden (5.) der 
Reihe nach ersetzt, so wird man die Operationen, welche dort $.3 (8.) durch 
(b, c)* 
angedeutet sind, hier 
(@,, a,)* 
schreiben müssen, und 
za, (a, a)”, = a,(b, by”, Za,(b, ce)“ 
respective ersetzen müssen durch: 
=4,,(4; 4)”, = a, (42, Q,)“, Ia,,,(4, 4)“. 
wobei beiläufig bemerkt sein mag, dafs diese Verbindungen für die homogene 
Function dritter Ordnung keine Invarianten sind aber eine später zu ent- 
wickelnde bestimmte Bedeutung haben. Die obige Bezeichnung vorausgeseizt. 
läfst sich nun leicht einsehen, dafs durch die angegebene symbolische Substitution 


j 
4 


(w,pı + wıp,)(ww, pp)" = 2%(a,, a,) 


(u,v, + u,v,)(uu, vv)* — 2(a,,a,)” 


(6.) 
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wird. In der That ist z. B. 


“ f 72, \ I i m , [ 2 2 ] 2 2 | © u 7 
u,v,-u,v,)(uu, v0). — (UV, + U,v,)(u0%-+ v3 — 2u,v,U,v,) 
— U,5.0,%+U,W.v,v 





2u „U2U;. VOR, 
+ U,U5.0,0-4-U,U,.0,0, — QU U U;.V,0,V, 


u | 
— 4330,22 Aga2 Razz IA ,2; Ao2z 
Tr 433 2 + U22 d,33 20,3 d,23 
u TH \ıl f KR. ia 11 
TE U q, d, J + \@, 4,) ee. 2 (q, 4,) a 


Wendet man daher (6.) auf (4.) an, so ergiebt sich 
4AABCD — 48 (a,a,) (a,a,)® 


oder nach Forihebung des Zahlenfactors 4. wenn man ABUCD— 6 seizt 
und eine der Summationen ausführt: 


(7) es | Z(a,a,)” (a, a,)" + 2 1,)”'(a, a4) + Z(a,a,)”(a, a) + 
u; IA = 


2 


128 (0,a,)* (a,0,)” + 28 (a,a,)*(a,a;)? + 28%(a, a)” (a,a;)”, 
und es ist somit ein geselzmälsiges Resultat für die explicite Bildungsweise 
von 8 gegeben. 

Eine genauere Untersuchung der 6 Summen auf der rechten Seite von 
(7.) zeigt aber, dafs sie sämmtlich einander gleich sind, und dafs also 
viel einfacher 


3) S— Z(an4)"(a,a)" = Z(a,4,)”(a,a) = Z(a,a,)”(a,a,)” 
( Ge . 9 2 > 
— 28(a,a,)”" (a,a,)” —= 28(a, 4)” (a,4,), —= 28 (a, 0,)* (a,a;)"” 


ist, und überdies: 
(9) =Zla,a,)” (a,a, — 0 
so oft 0, 0 von Q,, 0, verschieden sind. 
Diese Sätze, welche Fundamentaleigenschaften der betrachteten Ver- 
bindungen darstellen, sollen im Folgenden entwickelt werden, nachdem wir 
einen Determinantensatz bewiesen haben, auf welchem sie beruhen. 


$. 7. 


Wenn man durch 
u v, w p 
die 4 linearen FKunctionen 


u 


| 


ur, mm + UT; 
f v vr, +94 8; 

(1.) 

wo, + W047; 


PıFı + P: TC; + P: 7; 


| 


w 


p 


| 


| 
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bezeichnet, deren 4 Determinanten die oben eingeführten 


A = =+ V,WsP3 . B = oo St uw, P3.» 
= Z+unP;, D= — Ftuwuw, 
sind, so läfst sich das Produkt 
ABECD, 


nachdem man es mit dem Quadrate einer beliebigen linearen Kunction 
I—= I nr +94 9;0; 
mulliplieort hat, enmer wie folgt darstellen: 
— ABCD 9,2,+- 92, --9,7,)' = 
(2.) ABup(Z+9,Wv,) 4 BCpu(Z+9,9w,) + Alvp Z+%4 uw; 
(+ ADvw (2 +9,%p;)+ BDuw(Z+9,0,p,)-- CDur (FE +4, w,p;)". 
Die 6 Quadrate sind die 6 Determinanten, welche die Verbindung von 4 mil 
je zwei der linearen Funclionen (1.) liefert. 
Da die Gröfsen 9. 9%, #, 7, Xu, 2, in dieser Gleichung ganz be- 
liebig sind, so erhält man aus (2.) ebensoviele Sätze, welche sich auf das 


unvollständige System 

u m u 

ir u; 

w, WW; 

Pı P: Ps 
beziehen, als Potenzen und Produkte der genannten Gröfsen auf beiden Sei- 
ten von (2.) sich vorfinden, indem man die Coelfficienten gleicher Potenzen 


und Produkte einander gleich setzt. Z. B. 
ABCD — w,p,(wv,) AB--u,p,(v,w,) BU --v,p,(uw,) AU 
1 0,0,(%p;) AD- uw, (v,p,) BD--u,v,(w,p,) CD 
0 == 16,P,(u,v,) AB-- u, P3 (0, w,) BC - v;P: (U, 1,) AU 
+ 2,0,(9,p,) AD-- uw, (0,p,) BD -- u, 0, (w.p,) CD, 
wo der Kürze halber #,v, — 4,0, — u,v, u. S. w. gesetzt ist. 


Der Beweis des Satzes (2.) ist sehr einfach. Man bestimme nämlich 
vier Gröfsen &, n, 5, A so, dafs sie den Gleichungen 


Su, 4 nv, + Cw, 4 ‚Pi — va 
(3.) &w-+nv. + Sw; + 4p: 4 
Su, 470,4 Su, + ip, = 4; 


| 


m 
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Genüge leisten, was auf unendlich viele Arten geschehen kann, dann ist durch 
Auflösung von (3.) nach diesen Gröfsen, indem man immer je zwei eliminirt: 


\ $B— A = FZ+9 w,Pp;; SC—IA = F+9,%p; 
£D—-14 =+9,00;; nC—{ E+9,Wp; 
,D D—-iB = FZ+9 ww;; CD-—-ıC E+9 Wv;; 


substituirt man a Ausdrücke der Determinanten I +9,uw,p; u. s. w. in 


(4.) 


\ 
\ 


\ 


die rechte Seite von (2.), so geht sie über in 
ABwp (ID — 1C + BCup (SD — 14)-+ ACıp(yD— DB) 
ADvw(nC — EB)’ + BDuw (SC— 4) + CDuv($B-—- n4)'. 


was sich nach einem bekannten Determinantensatz in 


(5.) ABUD |(Au-+ Bv- Cw- -.Dp) (27 5 +3 nv 4 a 4 =e) 
2l" 


— (Su-+nv+Clw-+ip)| 





verwandeln läfst. Es ist aber wegen (1.) 
a: ıf BIaHE 
4u-Boe-Cw+Dp — 
und wegen (3.) mit Berücksichtigung von (1.) 
Su pw+Gw--Ip = In hm, +42; 
also geht (5.) über in 
ER j| BUD (3, TC .- Vz LT; - F; 2), 


was zu beweisen war. 


$. S, 
Wenn man in der Gleichung (2.) des vorigen $. die Substitution 
UVUU, A VVd A WWW, — Aus PrPiPa > Gin 


auf beiden Seiten ausführt, so geht die linke Seite definitionsmäfsig in 

— II, rt ran + Ir) 
über. und von der rechten Seite übersieht man sogleich, dafs sämmtliche 
6 Glieder einander gleich werden, weil jedes Glied aus dem andern durch 
blofse Vertauschung der 4 Systeme w,, ®,, w,, p, hervorgeht, und für jedes 
System dieselben Conslanten «,,, substituirt werden; es reicht also die Ueber- 
tragung eines z. B. des letzten Gliedes hin, dieses ist 


wUD(E+9I,W,P3). 
Nun hat man 


etrhmp) = 9,4, (ww, pp)” ($-6 (1.)), 
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ferner 
2CD = — Z(w,pı + w;p,)(uu, vv)” (8.6 (3.)), 
also 
2CD(Z+9,wp) = — FF(w,p + w;p,) (ww, pp)" 9,9, (uu, vo)“. 


aber wegen der zweiten Gleichung $. 6 (6.) und nach Fortlassung des 
Factors 2 
CD EZ+9,wpP) = — EFl(a,a,)®$,9,(uu, ve)” 


und wenn man der Kürze halber 


(1.) Zla,a,) 9,9, = O0 
selzt: 
CD(Z+9,wp;) = — 30,(uu, vv)”. 


Diese Gleichung mufs auf beiden Seiten mit 
w.u=— (uX, + U, Lg + U; T,)(v, Li; -I- %,.X0C, . V,%;) = ;<(u,v, -- u, v,) LT, L, 
multiplieirt werden, aber wegen $.6 (6.) ist 


(u,v,+ u,v,)(uu, vv)” — 2(a,a,)”, 
also 


| 


wUÜD(Z+9, w;,p;) — 48 0,,(uu, vo) (u,v,+U,v,)X,X, 


— IIO,,(a,a,)"2,%,. 


| 


Die übrigen 5 Summen $.7 (2.) geben dasselbe, daher hat man 


659, 49m +90) = —6FE0,(a,a,)" 2,0 , 
also 

(2.) S (4 ZT . Fr I, - F; x) — z2 O,; (q, a,” TL,X, ’ 
Diese höchst merkwürdige identische Gleichung liefert nun die am Ende von 
$.6 aufgestellten Sätze. 

In der That giebt die Vergleichung des Coefficienten von x,x, auf 
beiden Seiten von (2.) das Resultat: 
8) 8.9,9, = F0,(a,a,)“ 


und wenn man jetzt den Werth (1.) von ©,, substituirt: 
Ss. $, F, RES (a, a,)” ((a, a)" v7 + (a, a)” vz .. (a, 4)” v7 
-- 2 (a,a,)” 4%; -1- 2 (a,a;)” 3,4; + 2 (a, a)” F, v2 } . 
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Diese Gleichung mufs für jeden Werth der willkührlichen Gröfsen 4,, 
4, 9%, gelten, mithin mufs der Coefficient von 9,9, auf der rechten Seite 
— 8, die Coefficienten der übrigen Potenzen Me Produkte dieser Gröfsen 
aber müssen —(0 sein. Es sind daher die Relationen: 


4) 0 = £(a,0)"":(a,a,)”; 
so oft @,. ©, von 0, o verschieden sind, und 
5.) IS = 28(a,a,)°(a,a,)” = Z(a,a,)* (a,a,)“, 
wo im ersten Gliede der rechten Seite e nicht = 0 ist, vollständig erwiesen. 


Aus den Relationen (4.) und (5.) ergiebt sich aber die Auflösung 
des folgenden merkwürdigen Systems von Gleichungen des ersten Grades: 


Theorem 3. 
Wenn 


Os O2, Oz; O3; O5; On 
ganz beliebige Gröfsen bedeuten, so bilden die folgenden Gleichungen 
mil den Unbekannten 


Tr vi 4 7 
Un Un, Un; U,;,. Un, U, 


ein derartiges System: 


‚9, ,=(a,a,)''U,,+(a,a,)”U,,+(a,a,)”U,,+2(a,a,)”"U,,-+2(a,a,)'"U,,+2(a,a,)'"U,, 

9,=(a,a,)''U,, +(a,a,)”U,,+(a,a,)”U,,+2(a,a,)”U,,+2(a,a,)'"U,,+2(a,a,)'’U,, 

(6, 9,,=(a,a,)''U, +(a,a,)”U,,+(a,a,)”U,,+2(a,a,)”U,,+2(a,a,)'’U,,+2(a,a,) "U, 
9,,=(a,a,)''U,,+(a,a,)”U,,+(a,a,)”"U,,+2(a,a,)”U,,+2(a,a,)"U, ,+2(a,a,) "U, 

9 ,=(a,a,)'"'U, +(a,a,)”U,,+(a,a,)’”U,,+2(a, a,)”U,,+2(a, a,) U, ,+2%(a, a,)' U 

‚9 ,=(a, a,)''U, +(a,a,)” ie a,a,)"U,,+2(a, a,)”U,,+2(a, a,) SU. %a,u)®T,, 


dafs sich dessen Auflösungen durch das System: 


(7.) S.U,=(a,a,)''9,, +(a,a,)”9,,+(0,0)"9,,+2%(a,0)”’9,;+2(a,a,)''O,,+2(a,a.)'O,, 


darstellen lassen, in welchem die Üoefficienten wörtlich und genau in 
derselben Reihenfolge mit denen des ursprünglichen Systems überein- 
stımmen. 
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Der Beweis ergiebt sich auf der Stelle, wenn man die Gleichungen (6.) 
der Reihe nach mit 


(a, a,» 9 (a, 4,)” ’ (a, a,)" ’ (q, a, r 9 (@, a,)" 9 (@, 4, og 


multiplieirt und alle addirt, indem dann wegen (4.) alle Coefficienten von 
U,,. U, u. s. w. in der Summe verschwinden, mit Ausnahme des Coeffiecien- 
welcher wegen (5.) —=$ ist. 


+ T 
ten von ÜU,.; 


Die gewöhnliche Auflösung des Systems (6.) würde die Coeflicien- 
ten der Auflösung statt von der 2 wie (7.) von der 10" Ordnung geben. 
und die Determinanle von der 12” Ordnung, sie würde also die Gleichun- 
gen (7.) mit einem sich forthebenden Factor von der 8" Ordnung liefern. 
Da diese Determinante, wie später gezeigt wird —= 8° ist, so ist der ange- 
gebene Factor = 8”. 

Die Allgemeinheit, in welcher das vorstehende Theorem 3. bewiesen 
ist, läfst die Gültigkeit desselben auch dann noch erkennen, wenn man das 
System (6.) transponirt, d. h. die gleichvielten Horizontal- und Verticalzeilen 
mit einander vertauscht, obwohl dieselben einander nicht gleich sind. Sub- 
stituirt man alsdann statt der 6 Unbekannten die Potenzen und Produkte: 


ir. Bis Li Dr ln Sl 
und statt der Gröfsen auf der linken Seite die Potenzen und Produkte: 


Yy Ya» Y» Yıyas YıYa» Yıy 
und läfst überdies diese Variabeln den Gleichungen: 
Af(21,2,20,) =, If(Yı3Y»,Y) = 0 

genügen, wo /f die hier in der Folge zu entwickelnde Functionaldeterminante 
des Herrn Hesse ist, so wird das Theorem der Ausdruck des bekannten 
Satzes von den conjugirten Punkten einer Curve dritter Ordnung, und man ge- 
langt so zu einem bereits in dieser speciellen Fassung von Herrn #lesse *) 
gegebenem Resultat. 


Obwohl die explicite Darstellung der 36 Coefficienten (a,@,)* zu all- 
gemeinen Entwicklungen nicht erforderlich ist, so will ich dieselbe dennoch 
hier geben, indem ich den Algorithmus $. 3 (8.) dazu benutze. Sie ist 
folgende: 





*) $. dieses Journal Bd. 36, S. 164. 
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(aa) 
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(aa)” 





(a,4,) 
(4, 4;) 
(a; 4;) 
(a, @;) 
(a,a;) 


(a, q;) 





2 (Ay Az; — Gi25) 
2 (don Az; — A323) 
2 (Ay Ay3; — 4335) 
Ay Ayz; — Ay; do; 
An Ay33 + A223 Az; — 34,2 Anz; 


Ad 92 Ay33 + U33 A299 — 2A 23 Anz 


2 (dp Ayız — Pu 423) 
2 (Aa A123 — Ay A235) 
2 (Ay Ay; — Ayız A235) 
do @y33 -1- 43 — And — Ay dan; 
A 12 @33 — Ayıı Ans; 


4,2 Ay; — Ay Aoaz 





| 
| 


| 


(aa) 





(aa)” 





(a,«a,) | 


(4; 4;) 
(4, 4;) 
(4, 4;) 
(4, 4;) 


(a, d;) 





2 (Ay dız — Ai;) 
2 (Ay12 A233 — Aj2;) 
2 (4,13 433; — 4155) 
d,12 Aa33 + A113 23; — 2A A355 


A115; 


JIs 


— 4,3 Aız3 


4A, 11 @a33 4- 4,12 Az — 2A; Aıaz 


2 (dd — dyadıı5) 
2 (12 A223 — Ayyz Ayo, 
2 (U 423; — Ay; 45) 
A122 Ayz; — G,33 Ay 
A,12 Aa33 -- Ay; — Ayız la — Ayz Aın. 


dy12 Aa; — A113 Aaa2 





(a a)” 





(aa) 








\ 


(a, 4,) 
(4, 4;) 
(a; q;) 
(A, 4;) 


(a,4;) 





(a, @;) 


Seizt man 


2 (Ay 422 — 412) 

2 (A da — je) 

2 (a3 23 — 12) 
An Anz + Alan — dan; 
A, 11 @aaz 4 434m — 2A, Ay 


4,1432 — 412 la 





2 (A113 4123 — Ay 4155) 

2 (A123 4223 — Ay A935) 

2 (Gy; dp; — A333) 
A133 da; — An A335 
A, 13 a3; — Ay As33 


d13 dan; + 4123 Ay Aaz3 — Ay Aysz* 


S = Z(a,a,)” (a,a,)", 


so wird daher vermittelst dieser Tafel: 


B—h (41% U — Aa) -- (Aa2a daz3 — 43) (Ay Az; — A153) 


aN\/ RE \ 
- (Ay; Ay; — A353) (Ay da — Arı2) T (Ural; — Anz 4335) (An Ay — Au dia) 


+ (A122 Aa33 -- Ay; Ayz3 — 2a Az) (Ay Ars — Ayız Air) 


+ (4,2 Aaa3 - d,3; aa 





24123 A223) (Ayız Anz — Aın d33)}. 


Da man mit der eingeführten Bezeichnung operiren kann, so ist es nicht 
zweckmälsig die Verbindungen zweiter Ordnung noch durch Auflösung der 
Parenthesen zu zerstören; in der That geht alsdann der vorstehende nach 











10. Aronhold, Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 117 


einem einfachen Gesetz gebildete Ausdruck in den sehr complieirten über: 


de 4 2 \ ‘ 
(9.) 48 — (3 — 2A); (U122lı33 -- A,13@223 + Ad, 120533) + dıaz (3a, 1341224233 + Iuyplıyyda,; 
2 2 2 2 | 2 ? 
+ Ay ln Ay; + 413413; Ay + A223 A233 Ayıı — Ayıı A A335) + d2@j33 + 413 42237 A125; 
2 2 2 2 2 2 
— 4,17 @133 Ada; — Ayıı Ai Arz3 — aaa Ayı2 Az; — Aa Ar, Ay; — Az ld; den — Aa or AT. 


+ 4,117 A222 @ıa3 Aazz 4- 411 A333 Aya2 Ana; + Ay Ay33 412 Ayız — Ayı2 Ayoa Ayy3 dur; 
— Ay Aa33 Ay Ayız —— A153 Aa; dan; An > 


mit welchem nicht eher Operationen ausgeführt werden können, als bis man 
ihn wieder rückwärts in die gesetzmäfsige Form gebracht hat.*) Dafs die 
Invariante S immer den Factor 4 erhält, ist a priori ersichtlich, weil die (a, a,)” 
mit gleichen unteren Indices den Factor 2 haben. Die Unterdrückung des 
Factors 4 bei der Bezeichnung ist jedoch nicht zweckmälsig, weil man dann 
bei andern davon abhängigen Formen Zahlenfactoren einführen müfste. die 
dadurch vermieden sind. 

Ich will nun noch ein System von sehr einfachen Relationen ent- 
wickeln, welche zwischen den 36 Verbindungen zweiter Ordnung bestehen. 

Wenn man die Bedeutung der Bezeichnungsweise $.6 (1.): 


=(uu, vv)” ww, — (Z+Uuvw,) 


berücksichtigt, so ergiebt sich sofort, dafs 








(uu, vv)" — (u, v,) ; (uu, vv)" — (u v,)(u,v,); (uu, vo)” — (u, v;) (u, ©;) 











(uu, vv)? — (u, v,)(u,0,); (uu, vv)” — (ur) (wv,); (nu, vr)" — (u, v,)/ue, 
ist, wo der Kürze halber »,v, u. s. w. die parliellen Determinanten 
U,0, — U,v, u. Ss. w. bedeuten. 
Es werden daher die Gröfsen 
(uu, vo)", (uu, vv)*, (u, vo)® 
mit einem gemeinschaftlichen Factor « versehen sein, der selbst eine der 
partiellen Determinanten ist, so dafs sie sich respective in 











u(UV;), u(U,0,), u(U, d,) 
verwandeln lassen. 





*) In meiner Abhandlung, Bd. 39, S.152 dieses Journals, wo die obige Darstellung 
von S$ gegeben ist, habe ich die letzte Auflösung (9.) der Parenthesen nicht abdrucken 
lassen. Hierdurch scheint Herr Gayley zu der irrthümlichen Bemerkung in Phil. Trans- 
actions vol. 146, pag. 641 veranlafst worden zu sein, nach welcher zuerst Herr Salmon 
die entwickelten Ausdrücke gegeben haben soll. Herr Salmon hat sie in der That in 
einem spätern Bande dieses Journals (Bd. 42, S.274) gegeben, aber mit Bezug auf meine 
Abhandlung. 
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Bildet man nun die Summe der Produkte 


(10.) (uu, vo)? (u,v,—u,v,) + (uu, vo)*(u,u-+1W,9,)+ (uu, vo)*(u,v,+w,v,), 
so ist das Resultat: 
ua, 2+u0m%,+v,2tuWr,} — (, 
weil die Determinanten mit zwei gleichen Verticalzeilen verschwinden. 
Es ist nun wegen $.6 (6.) 
(uU, vv)" (U,On + Und.) = 2(4,0,)”", 
wenn man die Substilutlionen 


u, u, U, Er Aau > D. v, U = 46 


PZar 
ausführt. daher giebt die Summe (10.) den folgenden Satz: 

Wenn man statt o, o allmälig alle Zahlen 1, 2, 3 setzt, so ent- 
stehen zwischen den 36 Verbindungen (a,a,)” die folgenden 9 Glei- 
chungen: 

(11) (a"+(a,9)”-+(a,a)” — 0, 
und überdies, wenn man je 3 geeignete addirt: 
(12) Z(a,a)” = VO. 


8. 9. 


Es bleibt schliefslich noch eine Eigenschaft der 36 Verbindungen 
nachzuweisen, welche ihnen eine selbsständige Stellung in der Theorie 
anweist, nämlich, dafs sie die Coefficienten einer Zweschenform $.1. IV sind. 


d, U, F 


Theorem 4. 


Wenn man das Quadrat der Determinante: 


* 


u % 9% 
ztuvw—= |d, m 








ww, Wr Ws 
mit den beiden linearen Funktionen 
v—= v0 4904 0;2;, vv — wn tw +w;,2, 


multplicirt, also 
v.w.(IS+u v,W;) 


bildet, und dann die Substitution 


V, ®; D mus Au F) ıD, ww; wu — Gi 
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ausführt, so entsteht eine Funktion © der Veränderlichen x,. &.. x,. 
U, Un, U,, welche in Bezug auf beide Systeme von der 2'” Ordnung, 
und Zwischenform von f ist. 

Es soll in der Folge © die erste Zwischenform genannt werden. 
Der Beweis ergiebt sich unmittelbar wie bei frühern Darstellungen 8.3 aus 


der Gleichung: 
(Z+U,V;:;W’V, A+V; + V;X,)(W, X, + W;,X,- W,X,) 


2 a 2 | | . een | Zu 1% 
— r.(Z+uuw (+9 02) (w 0 + w, 2,4 w,;r;) 


mit Berücksichtigung von $.3 (4.). Ö.). 
Zur expliciten Darstellung von © bemerke man. dafs 
(2,497 -- 925) (WC, + W % + W205) — 12(vw-v,w)X, =, 
ist, und 
(Z+unw) —= Zu,u(v, ww)” ($.6 (1.)). 
mithin durch Multiplication beider Gleichungen: 


\ 


(1) (Z+tuuw’ (vr, +9%0-+9,87,)(wC, —- w,2,- w,r, 
—= IZEF(v,w+v,w,)(vv, ww” u,uX,T,. 
Da nun nach $.6 (6.): 
(v,w,--v,w,)(ve, ww)” —= 2a, a,)“ 
ist, so folgt: 
(2) O1, u, 45201, 0,,0,) = ZZla,a,)"u,ur2,X,- 

Die Gleichung (2.) zeigt, dafs die Zwischenform © eine homogene Function 
zweiter Ordnung ist, und zwar sowohl der Variabeln z,. &,. x;,. als der 
Variabeln ,, %, w,, als auch in Bezug auf die Coefficienten von f, endlich. 
dafs ihre Coelfficienten die 36 Fundamentalverbindungen zweiter Ordnung in 
der Tabelle von $.8 sind. Obige symbolische Gleichung verwandelt sich aber 


wegen (2.) in: 
Z>(a,a)U,U,X,A, = r.YY(a,a,)u,u,0,r 


3.) oder Q' r”.o©. 
Ich will nun eine zweite Bildungsweise der Function © angeben. welche sich 
vorzüglich zu ihrer Darstellung für specielle Formen von f eignet. und da- 
durch auch umgekehrt die Berechnung der Tabelle $. 8 leicht giebt. 
Man bezeichne zu diesem Ende die 6 partiellen Ableitungen zweiter 


Ordnung von f 


| 


2 2 2 y 
8" ANEH Dedf RU W.1' ARBRINTONT. PRO BON. AR ER : 
“dei "dr? 8 dr? a A A. de 
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respeclive durch: 

4) Aus An, Ay, Ay. As, An; 
so dafs 
| 5) Au = Malıt Batıt Aal; 
ist. wie man sich sofort durch Dilferenliation überzeugt, und betrachte die 
Grölsen A,, als Coefficienten einer homogenen Function zweiten Grades, als- 
dann eilt der Satz: 

Wenn man die zugehörige Form 1' $.3 (2.) der homogenen 
Function zweiten Grades bildet, deren Coefficienten die Gröfsen A,, sind, 
so entsteht die Zwischenform © dividirt durch 2, d. h. es ist mit der Be- 
zeichnungsweise von $. 3 (13.): 

(6) 9 = Fu,u,(4, 4)”. 
Beweis. 
Nach $.3 (10.) kann man in (6.) w,w, mit A,, verlauschen, also 
Zu,u,(4, 4)” = 4, (uu, 4)* 
schreiben, und daher wegen (5.): 
Zu,u, (4, 4)" = F8a,,r,(uu, 4)”, 
wo die zweite Summalion über o—1, 2, 3 auszudehnen ist. Unter fort- 
währender Anwendung des Vertauschungssatzes $.3 (10.) erhält man nun: 


Fa,,(uu, A)’ —= IA,(uu,a,)* — EIa,,,(uu, a,)”, 
wo die zweite Summation sich auf (6.) bezieht, mithin durch Substitution: 
Zu,u (4A, A)" = ZEa,,(f,, uu)* %,L, = Z%(a, a) u,u 0,0, — 0, 
w. z. b. w. 
$. 10. 


Zum Schlufs dieser Untersuchungen will ich das Vorstehende auf eine 
specielle Form als Beispiel anwenden und wähle hiezu die Hessesche Form: 


(1.) !A,X,,4,) = aA, + q; A’-+ 4, X; +6a, A, A, A,’), 
in welche sich die allgemeine transformiren läfst. 
Man findet durch Differentiation: 
Au = 4A, Ay = 4,Ä,;, A; = 4; Ä;, 
A,; = 4,Ä,. 4A,; = d, Ä,, A» = 4,Ä;, 





(?.) 





*) Die Hessesche Form setz a =a,=a,=1 voraus, was im Allgemeinen er- 
laubt ist, indessen ist es einerseits um die Homogeneität der Formen nicht zu zerstören 
zweckmäfsig, dafs man von dieser Vereinfachung absieht, andrerseits kann es nöthig sein, 
auch die Formen zu untersuchen, für welche einer der Coefficienten a,, @,, a,, = ist. 
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also: 
9 = ZU,U;(A4)* 
(3.) = 2 Ure, a,N,A,— a,‘,) + U,(a, a; N, A, ai‘, ) + U?>(a, (t, 6 v <. Y, PS a, A 2 } 


— 2a, 0 0 — 2a,a, 0 0 
0 — 2a; 0 0 — 2a, d, 0 
(4) 0 0 — 2a; 0 0 — 2u;d, 
a, 4; 0 0 a; 0 0 
0 a,a; 0 0 a; 0 
0 0 ad; 0 0 a; 


Multiplicirt man die Glieder irgend einer Horizontalreihe mit den Gliedern der 
gleichvielten Verlicalreihe, so findet man, wenn man beachtet, dafs die drei 
letzten Produkte in der S definirenden Summe doppelt vorkommen, sofort: 


5.) 8 = 4a — 4a,4,4,)4,. 
Es läfst sich beiläufig für das System (4.) die totale Determinante leicht bilden. 
weil zum gröfsten Theile ihre Elemente = 0 sind, diese wird 
Sa, (a, — a,4,4,), 
d. h. bis auf einen Zahlenfactor = 8”, wie in $.8 behauptet ist; beachtet 
man noch, dafs 
Br. 
ist. so läfst sich schon hieraus die Richtigkeit der angegebenen Eigenschaft 
der ganzen Determinante für alle Fälle einsehen. 


Wir werden das System (4.) in der Folge für alle anderen auf (1.) 
bezüglichen Darstellungen benutzen. 


$. 11. 
Theorem 5. 
Wenn man ın dem Produkte 


(F+u00) (0, +0,42) (0,0%, 490,4 0,7,)(W, 2,4 wı 2,4 w;X,) 
die Potenzen und Produkte dritter Ordnung 
u,u, u E vv, Vu B) w,w, Ww 


durch die entsprechenden 
Uyiu 
erselzt, und die dadurch entstehende Function dritter Ordnung der Variabeln 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 16 








t 
(+20, U, (07 A, A, —a, a, A ?)+2U, U,(a X, A, —a,a, X 7)+2U,U,(a? X, N,—a,a, X?) 


und daher die Tabelle in $.8: 
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2, Er, 2, durch 


If, %a, 75) 
bezeichnet, so ist Af eine Covariante von f. 
Wir wiederholen nicht mehr den bereits oft geführten Beweis, welcher 
darauf beruht, dafs 
ZE+UV,WyY = r(Z+uv,w;) 
ist, und zur Folge hat, dafs 
1) ISA, Ar, A, = r.Ifa, 22, 0;) 
wird. 

Man gelangt aber zur sofortigen Bildung von /f, welche wir die erste 
Covar:ante nennen wollen, wenn man beachtet, dafs die Function, welche 
im Theorem 4. die Zwischenform © definirt, sich nur durch den Factor 
(u,0,+%7,-4 u,2,) von der vorliegenden unterscheidet, und dafs man also 
die Gleichung: 

2) JIf = Our +%r,-+ U8;) 


unter der Voraussetzung: 
uU,u,Uu, — Au 
erhält. Mit Berücksichtigung von $.9 (2.) ist also 
If = ZFla,a,vwe,r, (ur + Wr, 4 U; 7;), 
mithin: 
en; A u ' an 2 ö 
df= =2 \@, d,)” T, T, (A,ı8ı + Ad;,,72 - d;,2 T;) Pe == (a, Ad, u LT, T,X, a 
wenn man sich der Kürze halber eines einfachen Summenzeichens bedient, 
um anzudeuten, dafs man die Summe über alle Werthe 1, 2, 3 für 0, o, r 
auszudehnen hat. 
Setzt man also 
(3.) If == db, lg CgTr; 
so ist 
(4.) An au =(A,0,)A,.: 

Da ferner nach der zweiten Darstellungsweise der Zwischenfunction ©, $.9 (6.) 

Af = Zu,u, (44) (ws, +W2,-4 u; .2;) 
ist, so folgt 

_ = y 

df= Z(AN (aa + matt maT3); 
also wegen $.9 (9.): 
(9.) If =(44)”A4,.. 
Nun ist nach $.3 (12.) 
Z(A4”A,,; =. 68+ A,A. 4,;; 
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A 


und die4,, bedeuten die zweiten partiellen Differentialquotienten dividirt durch 
6. mithin ist: 











ur Eh 4 BALL : 
a 6 dx.d«, ’ . Ardr, 
Ri d?f d?f d’f 
6.) ff, 2.,2,) = | —— en _ 6 
(6.) s4flaı, 22, 23) 6 dr,da, “ er’ ° dx.dz, 
TE | Ri #7 
® da.da,’ ur.de, ? 6 da? 








Aus dieser Gleichung folgt, dafs die erste Covariante die zuerst von Herrn 
Hesse in seinen Untersuchungen über die homogenen Functionen dritter Ord- 
nung benutzte Functionaldeterminante ist. 

Andrerseils giebt die Gleichung (4.) die Coefficienten derselben in ex- 
pliciter Form, und zwar sind dieselben die simultanen Invarianten der drei 
homogenen Functionen zweiten Grades 


“.d df ı df 


2; 2”, Fr 
da, dx, dr, 








wie sich aus Vergleichung der $.6 (5.) gegebenen Entwicklung dieser Dif- 
ferentialquotienten, mit der Darstellung der angegebenen Invarianten $. 3 leicht 
einsehen läfst. 

Die schon häufig benutzte Verlauschung $.3 (10.) der 6 verschiedenen 
Formen einer solchen Invariante führt hier zu der Identität 


(6.) I(a,4,)"0 4; .. = (a,4,)" a, — U.5.W., 


% 


d.h. wegen (3.) zu der für die Coefflicienten von ./f geltenden Bedingung: 


gor 010 oor 019 ro0 700 
derjenigen entsprechend, die unter den Coelficienten von f besteht. Demnach 
haben in 

Ad =.20 
alle Coefficienten mit zwei gleichen Indices den Factor 3, und d,,,; den Factor 
6. Aufserdem ist einleuchtend, dafs diese Coeflicienten homogene Functionen 
der dritten Ordnung der qa,;, sind. 


DIT, 


0OOT 
% 


$. 12. 
Aus der vorstehenden Darstellung der Coefficienten von Sf, lassen 
sich jetzt auch alle Operationen für diese homogene Function dritter Ordnung 
ausführen und ich gehe daher zunächst zu einem Grundprinzipe über, welches 


sich an diese Function anknüpfen läfst. 
16* 
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Wenn man die zweiten Ableitungen von Sf: 


DAf ‚af ‚UI 5,_d’af _PAf  DAf 


, zn y v 2 ) f sun au = a u TE 
ar a “We, > TGRaE”’ > RUE’ OR, 





respeclive durch 


B,» B., B;;, B;,;, B,;. B.: 


bezeichnet, so ist 
(1.) B,. pn d,,0Cı + 
und wegen $. 11 (4.) 


B,, = Z(a,4,)"a,2% + Z(a,a,)”a,,,02 + 3(a,a,)*a;,,,2; 


L, -| - Du T; 


200 


oder, weil A, = 4,7: | Ay,, 7,-+ d;,, 83: 


4 
a 





2) B,.= Z(a,a)"A,. 
Geht man nun zu Theorem 3. $.S zurück, und seizt in den Gleichungen (6.) 
desselben 
U, = A, 
so folgt aus (2.), dafs 
04, = B, 


wird, und in Folge dessen, wegen der Gleichung (7.) in jenem Theorem: 
>’ ch 
(3.) I.A, _ = (a,a,)” B,; 
oder: 


S(4,0%ı 14,0%27 A;,5%3) = =(a,q, uUPE Tun b,,, 02 b,,1%3), 


also, durch Vergleichung der Coefficienten von £,: 

(4) 9.4, =(a,a,)"b,n- 
Diese höchst merkwürdige Gleichung zeigt zunächst, dafs man, ebenso wie 
auf der linken Seite 


| 


A,or = Ay — U 5. W. 
ist, auch auf der rechten Seite die Indices o, co, r nach Belieben vertau- 
schen kann. 

Ich will jetzt durch das Differentiationszeichen d andeuten, dafs man 
eine Function der Gröfsen a,,. in Bezug auf diese total differentirt, und statt 
der Incrementie die entsprechenden Gröfsen Ö,,, substituirt, und die Wieder- 
holungen dieser Operation durch Ö?, d’, ... bezeichnen, dann ist 


5) f= Ah 


ferner 
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Ö I u Ola, a, @,4 
= (a, a, ’da,,-+ &(a,da,)a,,;,--X( da,a,)@,,; 
— S(a,a,)”b,.} (a, a" bat Fla, a bu; $.3 (10.). 
Da nun unter (4.) bewiesen ist, dafs diese Summen einander gleich sind und 
jede = S.a,,, ist, so folgt 


(6) burn — 38a; 


oder 2 
(7)  Jaf= 38.f 
und hieraus: 
Theorem 6. 

Wenn man die Functionen f und Af nach den Gröfsen a,,, dif- 
ferentürt und statt der Incremente die entsprechenden Gröfsen b,,, sub- 
stituert, so gehen dieselben bis auf einen constanten Factor der für Sf, 
— 1, für dAf, =38 ist, in einander über, 


$. 13. 

Von dem vorstehenden Satze aus gelangt man a priori zu den Resultaten. 
welche die Grundlage der von Herrn Hesse aufgestellten Theorie bilden. und 
welche erst nach Ueberwindung aller Schwierigkeiten der Theorie der homogenen 
Functionen dritter Ordnung in jenen Untersuchungen ermittelt werden können. 

Herr Hesse beweist nämlich den folgenden Saiz: 

Wenn man die Functionaldeterminante von 

af +baf 
bildet, wo a und b beliebige Constanten sind, so ergiebt sich immer ein 
Ausdruck von derselben Form: 

ef+PIf. 
Ich werde jetzt die Operation 

I(af--bAf) 
ausführen, ohne den vorstehenden Satz vorauszuseizen und dadurch nicht allein 
2 


den Beweis desselben sondern auch die Bildung der Functionen « und 7 in 


schliefslicher Endform geben. 
Man beachte, dafs die Operationen 


EEE S. 


durch Differentiation sofort ausgeführt werden können, also bekannte sind und 
wegen des Theorems 6. auf f angewandt, immer zu Ausdrücken von der Form: 


ı,f+-udf 
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führen müssen. Es soll nun zunächst die Operalion: 
Iaf+bAf) 
auf die Bildung von Öf, Ödf, Ö’f, Ö*f zurückgeführt werden. 
Setzt man in $.11 (5.) statt A,,:aA,,--5bB,, so ist: 
Kaf--bAIf) = >(a4,,-+bB,)(a4-bB,aA+bB)* 
oder nach Potenzen von @ und 5 geordnet: 
1.) Ataf+baf) 
ae > A, AA)’ 3a@bNB,(44)”-- 3a” > A,(BB’+08B,(BB)%. 
Dies ergiebt sich durch Anwendung der Maclaurinschen Reihe, oder auch 
durch directe Auflösung. 
Nun ist 
ZA,(A4)” = Af = Öf, 
also mit fortwährender Berücksichtigung der Definition von d, nach welcher 
0A, = B,,; ist: 
"ff = 3FB,(44)*” 
"”f = 684,(BB)*"19S.r4,(44)*, 
wenn man beachlet,. dafs wegen Theorem 6. 
OB,; = 38.4, 


ist: ferner 


T, 


Of = 68B,(B By"-+368.8B,,(44)” 
+9.09. 84,44)” +278.8B,(44)*. 
Aus diesen 4 Gleichungen ergeben sich sofort die 4 Coefficienten 
von a’, ab, ab’, b’ in (1.), nämlich 
4,44)" = If 
38B,,(4 4)* Pf 
38°4A,.(BB)’ = öf—9S.öf) 
ZEB,(BBy* = 1öf—-90f.I8$ —- 218.0 f). 
also durch Substitution in (1.): 


(2.)  JScaf-;-bAf) 
a (a’ — gab? Ss_ 30.0S)If+ (05386) f+ Lab Pf of. 


2 


| 


\ 





Werthe von Öf, Of, d’f, Ö*f sind aber: 
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Öff = Af, $.12 ©.) 
”f—= 38.f, $.12 (7.) 
"f= 3f.09438.4f 
If Bf +6. +ISfF = FI’ 4308) 64f.08 
und durch Substitution in (2.) | 
(4) .Iaf--bAf) 
— (38a + 7 ab’ - He n — 95 ')b ’)f+ (a? — 38Sab’ — 4086) .4f, 


(3.) 


mithin 

38043 Fa’ 4 (I — 98°) B, 
P = a —38ab’ — 180, 

wodurch der Hessesche Satz vollständig erledigt ist. 


Da die Coefficienten von a’, a’b, ab’, b’ in (1.) auch selbständig 
vorkommen, so will ich noch ihre Werthe, welche durch Substitution von (3.) 


144 


(5.) 





entstehen, hier hersetzen: . 
Z4A,(AA — Af 
ZB, (44)* pen Ss.f 


(6) (zA,BB" — Zf-S.4 


ZB,(BBy — 98 A 


Die Auswerthung der Constanten d)S, Ö?S ist zwar sofort ersichtlich. es er- 
fordert aber die ganze Theorie noch eine besondere vereinfachte und gesetz- 
mäfsige Darstellung derselben in explieiter Form, die ich sehr bald geben 
werde. Ich bemerke uur, dafs in der Folge 

() S—=-T 
gesetzt wird, dafs sich ferner 

(8) IS — 248° 
ergiebt, und dafs sich mit Berücksichtigung hiervon der schliefsliche Werth 
für J(af+bAf) in 
(9) LS(af+bAf) = (38Sa’b +bTab’-+-38°’V)f-+ (a? — 3Sab’ — 2 Tb’) Af 
verwandelt. 

$. 14. 
Der Weg, welcher in diesen Entwicklungen eingeschlagen ist. führt 

naturgemäfs allmälig zu den wichtigsten der Function f bei- und unterge- 
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ordnelen Formen. Es ist in der That im vorigen Paragraph die Entwicklung 
von JS noch anzugeben, und diese erfolgt durch die nun zu betrachtende 
erste zugehörige Form von f 


Theorem 7. 
Wenn man wie in $.5 das Produkt der 4 Determinanten: 
A, B, CC D 
des unvollständigen Syslemes 
u uk 
ra 
Be 


Pi» Pa» Ps 


bildet, nämlich 
ABCD = F+0,wP,. I +uwPp. tun. Ztunw; 


und statt der Potenzen und Produkte der dritten Ordnung: 


®, ®, Ö u 0,W, W 3 P»-PıPu 


die entsprechenden 


a 


hu 
substituirt, die Produkte u,u,u, aber ungeändert läfst, so erhält man 


eine homogene Function dritter Ordnung der Veränderlichen u,. u,, U,, 
welche eine zugehörige Form von f ist. 


Ferner 


Henn man das totale Differential der ersten Invariante S in Be- 


zuy auf die Gröfsen a,,, bildet und statt der Incremente die entsprechen- 
den Potenzen und Producte dritter Ordnung: 


uu,Uu, 


substiluert, so erhält man dieselbe zugehörige Form multiplieirt mit 3*). 


*) Man kann sich sehr leicht davon überzeugen, dafs die Definitionen der zuge- 
hörigen Formen durch partielle Ableitungen der entsprechenden Invarianten, so wichtig 
sie auch für die Theorie bleiben, doch für wirkliche Auswerthungen unzweckmäfßsig sind, 
weil sie für speeielle Formen nicht gebraucht werden können. Sind nämlich einzelne 
Coefficienten von f der Null oder einem andern Zahlenwerthe gleich, so kann man die 
parliellen Ableitungen nicht anders berechnen, als dals man zuvor die volle allgemeine 
Form diflerentiirl und dann die speciellen Zahlenwerthe substituirt, wodurch der Vortheil 
der Speeialisirung fast gänzlich verloren geht. Dasselbe findet in noch gröfserm Mafse 
statt, wenn zwischen den Coefficienten von f Relationen existiren. 
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Wegen des zweiten Theiles dieses Theoremes soll die erste zuge- 
hörige Form durch 
S,(u,,%,, %;) 
bezeichnet werden; sie ist, wie aus demselben sogleich ersichtlich wird, nicht 
allein in Bezug auf die Variabeln, sondern auch in Bezug auf die Coefticien- 


ten @,;, homogen und von der dritten Ordnung. 


zAu 


Da der erste Theil des Theoremes einerseits wie in $.5 die Güllie- 
keit der Gleichung: 


(1) 8(U,,0,,0,) = r’.S,(u,u,., u 
sofort darthut, andrerseits zur expliciten Darstellung derselben sofort führt. 
so will ich zunächst die Uebereinstimmung beider Definitionen beweisen, und 
dann die fernern Entwicklungen an die erste Definition knüpfen. 
Es gilt die symbolische Gleichung $.5: 
68 —= A.B.C.D, 
daher auch in demselben Sinne: 


6 MEER d(ABCD) . d(ABCD) |, di ABCD) , d(ABCD) 
da, du, w, u, d(v,v,v,) ' dw, w, w,) d(p,p;P, ) 








Die 4 partiellen ze werden mn einander gleich, wenn man für die 
Produkte 

UUU,, 9,00, www, PPiPu 
dieselben Gröfsen a,;, substituirt, also hat man 


dS 4 d(ABCD) 


da, Au d(u, u, u ) 


6 





Es ist aber ABCD in Bezug auf die Produkte u,u,u, linear, daher wird 


d(ABCD) 
du u, u) 





nach dem ersten Theile des 7‘ Theorems, gieich dem Coefficien- 


ten von 2,%%, in S,(%,, %,,u;), also ist dieser Coefficient 











\ 7907 A SER 
u _ da, ® da, 
und in Folge dessen: 
dS 
SU, Urs u,) = 323! da u, U, Us 
xiu 


was zu beweisen war. Das Zeichen Z! soll andeuten, dafs man nicht in Be- 
zug auf 2, A, u, sondern in Bezug auf alle von einander verschiedenen Ab- 
leitungen von S, also eenfach summirt. 

Jonrnal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 17 
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Um nun die Function S,(w,,u,, u,) nach dem ersten Theile des 7“ 
Theorems durch die Coeflicienten «@,,, auszudrücken, hat man, da wegen 


8.6 (4.): 


4ABCD —= EE(w,p, + w,p,) (ww, pp)“ (u,v,-+ u,”,)(uu, vo)“ 


n 
hu 


ist. und wegen $.6 (6.) 


(W,pi- w,p,)(ww, pp)" nam 2 (a, a,) . 
die Gleichung: 
(2) 2ABCD = ZX(a,a,) (u,v,-+ u,v,)(uu, vo)”, 


und wenn man die Summalion über o, o ausführt und den Factor 2 auf der 
linken Seile gegen den auf der rechten Seite entstehenden forthebt: 


(3.) ABCD = 
u, (I (a,a,)" (uu, vv)” v, 1 I(a,a,)"uu, vv)”v,4 I(a,a,)"(uu, vo)*o;) 
+ 1,(I8(a,a,)” (uu,ve)”v, + I(a,a,)”(uu, vv)”v, 4 &(a,a,;)”(uu, vr)*v,) 


5 


l 


Es ist aber wegen $.3 (10.) die Verlauschung 


u,(Z(a,a,)" (uu,vv)”v, + (a, a,)"(uu, vv)*v, -- I(a,a,) uu, vv)*v,). 


(4.)  Zla,a,) (uu, vv)” —= Z((aa)", uu)“v,v; 


erlaubt, wo, um die Bezeichnung zu erläutern, z. B. 


1} 


((aa), uu)' — (4) u; — (a,a;) u — 2 (a, a,) u, u, 


| 
ist. Substituirt man nun (4.) in (3.) und setzt 
vv Aa: 
so enisteht aus (3.): 
u, |((aa)" a)” + ((aa)” a,)” + ((aa)”a,)”"}u,u, 
(5.) S;-(u,,%,,%,) — ). u, 2 {((aa)” a)” + ((aa)” a;)” + ((aa)” a,)”"\u,u, 
| +12 |((aa)” a)” + ((aa)” a)” +((aa)”a,)" }u,u; 


— ZI ((aa)*a,)"u,uu, 


in einer Form, die nach den Variabeln geordnet ist, und ein vollständig sym- 
metrisches Gesetz darbietet. 

Obwohl ich bald zeigen werde, dafs die in der ersten Darstellung (5.) 
vorkommenden Summen sich theilweise noch zusammenziehen lassen, so bietet 
doch diese Darstellung den grofsen Vortheil, dafs die respective in u,., U,, u; 
multiplieirten Summen die mit dem Faktor 4 versehenen Ableitungen von 
S, nach u,, u, u, sind. Um dies zu beweisen bemerke man, dafs das 
Differential von S,; in Bezug auf die Variabeln %,, %, %, dadurch gefunden 
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werden kann. dafs man 
d(ABCD) 
bildet. und dann die symbolische Substitution vollzieht. Es ist aber 
d({ABCD) — AUDdB-- ABDdC - ABCAD, 
weil A von %,, %,. u, unabhängig ist. Die 3 Ausdrücke rechter Hand wer- 
den einander gleich, wenn man die Gröfsen «,;, substituirt, daher 


YhuU 


dS,(u.%,u,) = 3ACDdB, 
oder 
dSs(u.%,0) = JF+tv mp Ztunp Ztuvw, Z+du, w,p;. 


Das Produkt der beiden mittelsten Summen rechts giebt nach $.6 (3.) 
tu, p I tunw, — —48(w,p, + w,p,)(uu, vv)” 


und auf ähnliche Weise das Produkt der beiden äufsersten: 


z+ v,w,Pp; sr du, w,Pp; = — 3=(v, du, + D, du,) (ww, pp)”; 
also 
1dS,(u,.%,U) = 32F(w,p, + w;p,)(ww, pp)‘ (du,v,-- du,v,)(uu, vv)”, 


also analog mit (2.): 

2dS,(u,,%,W) = 3X (a,a,(du,v,- du,v,)(uu, vv)“ 
mit welchem Ausdrucke dieselben weitern Operationen vorzunehmen sind wie 
mit (2.). Es ergiebt sich aber alsdann das Resultat (5.) mit dem Unterschiede, 


dafs vor den Summen statt %,. %, a, deren Incremente da,, du,, du, 
stehen, und dafs die ganze rechte Seite den Factor 3 hat, d. h. es wird 


dS,(u,,u,,u,) — 3(du, &,+ du, 3, -- du, 3;), 
wenn man der Kürze halber die 3 Summen in (5.) durch &,. 3,. 3, be- 


zeichnet. so dafs 
1 ASrtu sun ,u,) __ _ 











3 du, r 
dSp(u,,tt,, u,) 
(6 ) 1 17 729 3 22 =, 
. 3 Pr 
du, 
ı ASplu, 9, ,%,) — 5 
3 du, i 


Bezeichnet man die zugehörige Form S,; in entwickelter Gestalt durch 
S-(u,. U,, u;) ana Sau uU, U, 
und setzt fest, dafs 


Sau! = u ZZ I 7 Slux Pan 
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ist. wie bei der Bezeichnung von f, so ist 


dSr(u, ,%,,%,) 
3 P- du, ( Su L,X, ($- 6 (9.) J)» 


wo .. constanter Index ist; da aber wegen (6.) 





‚ dSylu, z0,, 4,) 


IT = 5, = Z{((aa)” a)” + ((aa)” a)” + ((aa)”a,)”}u,u, | 





ist. so folgt durch Vergleichung: 


A) Su = ((aa) a)” + ((aa)”a,)” + (aa) a,)“, 
und weil s,,, ungeändert bleibt, wenn man die Indices x, }, u mit ein- 
ander vertauscht, so hat auch die rechte Seite von (7.) diese Eigenschaft. 
Dieser Satz ist sehr schwer a posteriori zu verificiren und deshalb für die 
Function S,; charakteristisch. Ueberhaupt ist diese gesetzmäfsige Darstellung 





der Coefficienten s,,, nicht leicht auf einem andern Wege zu erreichen. Sie | 
ist aber besonders wegen des zweiten Theils des 7'" Theorems wichtig, weil 

man jetzt nach demselben die partielle Ableitung der Invariante 5 er- 

plicite dargestellt hat, nämlich: 











ds ) x 77 \2z xr 3% nr 
I 3. =  (laa)”a)”+laa”a)”+ (aaa) 
dS ’ \1X P4 P” \3% zi 
x da 3.38, — ?ıllaa)' 4) + ((aa)”a,) '+-((aa)' a)”; 
ds D) 2 a ö ” ” 

Are 3.68... = 4(llaa)'“ a)” + ((aa)” a,)“ + ((aa)’a,)”}, 


je nachdem alle 3 Indices oder nur 2 einander gleich oder alle von einander 
verschieden sind. Da die 36 Verbindungen (a,«a,)” schon als bekannt vor- 
ausgesetzt werden können, so ist hiernach die Berechnung der Differential- 
quotienten von 8 leicht auszuführen. 
$. 15. 

Die Fundamentalgleichungen für die Verbindungen (a,a,)” ($.6 (8.) 
(9.)) führen zu einer Eigenschaft der Differentialquotienten von S’ nach den 
Gröfsen a,;., welche allen Invarianten gemeinschaftlich ist, und von einem 
andern Standpunkt a priori entwickelt werden kann. 


Theorem 8. 
Wenn man in den folgenden 9 linearen Gleichungen 


= AS = 28, = US > 0, = 4,83, = 0, 
(1.) Ara $1,2 u 0, = A,.1 8222 nn 28, = 4, $341 nn 0, 


Z4;,; Su, = 0, = Ayıı Ha 0, . 4; 47 28 
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die 10 Gröfsen s,;, als einfache Unbekannte betrachtet, so giebt es immer 
eine Lösung der Gleichungen, welche durch die partiellen Differential- 
quotienten von S darstellbar ist, nämlich 


ou dS 3.3 dS 
a da ’ u da,,, 


EA 


5 18 
6 Zu; 
’ u da, En 


> 
zu 


5} 
z 











5 


Da die Anzahl der Gleichungen um eine geringer ist, als die Anzahl der Un- 
bekannten, so existiren überhaupt nur zwei Lösungen derselben, welche von 
einander unabhängig sind; die zweite Lösung wird sich ebenfalls im Laute 
dieser Untersuchungen ergeben. 

Der Beweis des Theorems ist folgender: 

Es seien o und o die constanten Indices über welche nicht summirt 
wird. so folgt aus der Gleichung (7.) des vorigen Paragraphen: 


[) B77 20 xl. n4 z ds 
I i((aa)* a)” + ((aa)* a)” +((aa)* a,)"}u,u, = } nn 


Z— S,11%) + 522 u; -- $ 033 u; BAER uU,U; 4- 2S 13 u,Uu; -- 28,12 U,u,. 
und wenn man slatt der Potenzen und Produkte zweiter Ordnung w,w, die 
entsprechenden «,,;, substituirt, 


5,4, = (a a)" a)” Ayz + (aa) a)” a,,; + = (la a)” a,)” a,,,; 


also mit Hülfe des Vertauschungssatzes: 


Zs,10,, — 3(4,0)* (a,a,)"+ Z(a,0,)%(a,a,)” + Z(a,a;)*(a,a,)”. 
Ist nun o von o verschieden so sind diese 3 Summen wegen $. 6 (9.) 
— Null, und ist o0=0, so ist wegen $.6 (8.) eine der 3 Summen == , 
die beiden andern = +8, mithin 


(?.) 4,15 = 0 ZA, Son = 28, 
wenn go und o verschieden sind, was zu beweisen war. 
$. 16. 
Nach $.14 (5.) ist 

(1) Iu,%,%) = ZF((aa)*a,)”u,u;u,, 
wo die Summation über alle Werthe 1, 2, 3 für 0, x, A, « auszudehnen ist. 
Nach dem Vertauschungssatze ist aber auch 

2) 9U,%,%) = ZI ((a,a,)*(a,,uu)”) u,, 
und beide Darstellungen zeichnen sich durch eine gewisse Symmetrie aus, die 
für allgemeine Entwicklungen schätzbar ist. 
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Nichts destoweniger sind diese Formen für specielle Berechnungen be- 
deutend verkürzbar, indem sie den bei allen Determinanten und Invarianten 
vorkommenden Relationen genügen. Es gilt hier das folgende Theorem: 


Theorem 9. 
Wenn man in (1.) die Summation in Bezug auf o unterläfst 
und o—=1, 2 oder 3 selzt, so wird 
(3.) Fl(laa)“ a)" u,u,u, = I((aa)" a,)*u,u; u,—= I((aa)” a,)* u,u;u, 


=;3 Su „U,,U;) 
und 


(4) Z(laa"a,)u,uu, = 0, 
wo o und o verschiedene aber constante Indices sind. 


Um dieses Theorem von dem hier zu Grunde liegenden Principe aus 
zu beweisen, soll allein das Produkt: 


B.CD= — Fuwmp Zuvp, Zuv,w, 
ohne A gebildet werden, weiches in Bezug auf jedes der Systeme v,, w,, p, 


nur von der zweiten Ordnung ist, und dann sollen stait der Potenzen und 
Produkte zweiter Ordnung: 


v,v, die entsprechenden a,,; 


ww. = = d,,1 


Pa... * u - d;,; 
substituirt werden. 


Es ist. $.6 (9.). 
fV . / 
2CD = — Z(uu, vv)” (w,p; + w;P,) 
oder nach Ausführung der Substitution für v,v; 


5.) 2CD = — Z(uu, a)” (w,p; + w;p,). 
Da 


| 
B—= — u(wp; — w,P) + %(wP, — WıP5) 7 U(wıP2 — Wr Pı)) 


ist. und nach Ausführung einer sehr einfachen Muliiplication 


(ww, Pr Ww; Ps) (w,P; + w; P.) gu (a, a,)" 
(6.) (WW; Pı Be w; P;) (w,P} - w;,P,) Ba (a, a,)" 
(0, P — up) (wm 7 wıP.) = (a,a)" 


wird, nachdem für w,w, und p,p, die Substitution ausgeführt ist, so folgt: 
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oder nach dem Verlauschungssalze: 

2BCD — u, ((aa)"a,)"u,u,-+%Z(aa)"a,)"u,u,+u,8(aa)"a,)’u,u, 
(la a)“ a,)” u,u, u . 

Man ändert das Produkt BED nicht. wenn man zuerst BD bildet und 
mit C multiplieirt, oder BC bildet und mit D multiplieirt, im ersten Falle 


| 


würde sich 


2BCD —= Z((aa)“a,)"u,u,u,, 


im zweiten 
2BCD —= E((aa)*a,)”u,u,u, 


ergeben, mithin ist 
I((aa)‘“ a)" u,u; u,— I((aa)* a) u,u; u,— Z((aa)" a)" u,u,u,; 
die Summe dieser 3 Summen ist aber — 
I((aa)* a)" u,uu, = S,(u,1%,U,). 

daher ist jede derselben = 49,/u,, %,, u) w. 2. b. w. 

Hätte man stalt v,9, —=qa,,, zu setzen, was zu Gleichung (5.) führte. 

v0 — Az 
substituirt, wo eg=2 oder 3 sein soll, so würde sich auf demselben Wege 
2BCD = Z((aa)'a,)"u,u,u, 

ergeben haben; bildet man aber, wenn o=3, zuerst BD und multiplieirt mit 
C, so würden die (6.) entsprechenden Gleichungen, z. B. die erste: 


(3.) (%P; — ©, pP) (0,P,; + 9,P,) = VıV,PPı + nV P3P, — 03V, Pı— U VıPıP, 
Az, 0337 + Ayız Ay, — Ay, Ay; — Ay Ay, 

0, 

und ebenso die übrigen; bildet man ferner, wenn o=2, zuerst BC und mul- 


tiplicirt mit D, so würden sich wieder die (6.) entsprechenden Gleichungen 
(8.) analog ergeben, daher folgt 


=((aa)*a,)"u,uu, = (0, 


wenn 9—=2 oder 3 ist, und überhaupt die Gleichung (4.). 


| 


| 


Als Controlle der vorstehenden oder der Gleichung (4.) kann man 
bemerken, dafs sie durch Substitution von 


uU; U, — Ayu 


ın 


Z((aa)*a,)“ a, = 0 
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oder durch Vertauschung und durch Substitution von 1, 2, 3 für « in 


< 


(au) (a,a,)” + (aa)? (a,@)" + Z(aa)”(a,a,)” —= 0 
übergeht. welche Gleichung wirklich wegen $.6 (9.) erfüllt ist; doch kann 
aus (4.) nieht das Verschwinden der einzelnen Summen des vorstehenden 
\usdruckes abgeleitet werden. 

Wan erhält schliefslich noch Relationen zwischen den Bestandtheilen der 
Function S,-, wenn man die Relationen für $ ($.6 (8.), (9.)) nach den Coef- 
licienlen «,;, differentiirt, statt der Incremente die entsprechenden Potenzen und 
Produkte w,wu,w, substlituirt und beachtet, dafs zugleich S in 38, übergeht. 

Wendet man diese Operation auf 8, selbst an, setzt aber statt der 
Potenzen und Produkte w,u,u, zuvor die davon verschiedenen 7,7,n7,, 50 er- 
hält man eine Function der Variabeln %,, %, w, und 77,, 72, 27, deren Coefficien- 
ten das doppelte der zweiten Ableitungen von S sind, vorausgesetzt, dafs 
man den nach der Dilferentiation sich vorfindenden Zablenfactor 3 fortläfst; 
in der That kann man auf eine sehr einfache und gesetzmäfsige Weise diese 
Dilferenlialion ausführen, wenn man bemerkt, dals wegen (3.) die Function 
SS, nach den Coelficienlen «,,; geordnet und differentirt 

Z((aa)'“ uu)” da,,,%,, 
nach den Coefficienten @,, geordnet und differentirt 

= ((aa)'“ un)“ da,,,u,, 
nach den Coefficienten «@;,; geordnet und differentiirt 

Z((aa)* uu)” da,,; u, 
oiebt. Bezeichnet man also 


u dASrlu, 2) H, „“,) 





3 da,; ERITEIT: durch Su, U; , U;; Nı» 29 n3)» 
ZaI 


so giebt die Summe der vorstehenden Ausdrücke 
—y ” . 
SS r(U,, Ur, U; 1» 2593) 
— I((aa)'“ un)“ n,7,mu,+2((a a)" uu)"nn,n,u,+ Z((aa)*uu)“nn,nu, 


oder 
N un an \7 i rn 
SU, Ur, U; 5 71,72,05) = Illu)“ un)" n,n,n, u, 


9.) 


— I (a,a,)*n,u,(nn, un)“. 


In dem speciellen Falle, wo die Variabeln 7 und einander gleich sind, giebt 
die letzte Form S,;,—=0. weil (77, uu)“* — (uu, wu) —0 wird; man erhält 
daher den Satz: 


J 
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« 


Wenn man die Invariante S zweimal nach den Gröfsen a,,, dif- 
ferentürt, und jedesmal statt der Incremente die entsprechenden Potenzen 
und Produkte u,u,u, substituirt, so entsteht identisch Null. 

Die Coefficienten der Form (9.) sind übrigens die ersten Ableitungen 
der s,;, dividirt durch 3, leiztere aber die ersten Ableitungen von © mulli- 
plicirt mit $, also sind die Coefficienten von (9.) wirklich die Hälften der 
zweiten Ableitungen von 8. 


Von den zweiten Grundformen der homogenen Functionen dritter Ordnung von 
drei Veränderlichen. 
$. 17. 

Aus den Sälzen des $.2 geht hervor, dafs man durch jede für eine 
Covariante, zugehörige Form oder Zwischenform gebildete Grundform eine 
solche auch für die ursprüngliche Function erhält. Geht man insbesondere 
von denjenigen bekannten Formen aus. welche in Bezug auf die Variabeln 
von derselben Ordnung sind, wie die ursprüngliche Function, so hat man auf 
diese die Theorie der ersien Grundformen nur wörtlich anzuwenden, um neue 
zu erhalten. 

Es läfst sich dieser Satz auch noch dahin erweitern, dafs, wie sogleich 
ersichtlich ist. jede aus einem Functionensystem gebildeie simultane Grund- 
form ebenfalls Grundform der ursprünglichen wird, wenn dasselbe aus der 
ursprünglichen Form und ihren bereits bekannten bei- und zugeordneten For- 
men besteht. Man kann denselben daher als zweckmäfsigen Ausgangspunkt für 
eine weitere Entwickelung der Theorie anwenden, wenngleich nicht zu ver- 
kennen ist, dafs Originaldefinitionen auch der zweiten Formen, selbst wenn 
sie complieirter sind. zur Entwickelung der Uebergänge solcher Formen. 
welche ganz oder theilweise von einander abhangen, von grofser Wich- 
tigkeit sind. Ich werde die Theorie nach beiden Richtungen verfolgen, und 
zunächst einen sehr einfachen Satz über die Bildung simultaner Grundformen 


hervorheben. 


Theorem 10. 

Wenn 4, eine Grundform für die homogene Function f der p“ 
Ördnung bedeutet, deren Üovefficienien durch die Buchstaben a bezeichnet 
werden, und 4,, eine simullane Grundform für f und eine zweite 
homogene Function g der p'““ Ordnung, deren Covefficienten durch b be- 
zeichnet werden, so kınn man immer eine Form 4, dadurch erhalten. 


d 
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dafs man A, nach den Coefficienten a differentür! und statt der Incre- 
mente die entsprechenden b substilwirt. | 

Es folgt hieraus unmittelbar, dafs man die Differentiationen so oft wie- 
derholen kann, als die Ordnung von 4, in Bezug auf die Gröfsen a beträgt. 
wolern 4, eine ganze Function ist. 

Der Beweis des Satzes ergiebt sich sofort, wenn man bemerkt, dafs 
die entsprechende Grundform für die Function f--A.Y, wo A eine Conslante 
bedeutet, nämlich 4,,,,, der Gleichung 

Auzhbr — rt, A und 
genügl. wenn der Vorausselzung gemäls, 
SH == r!.d, 

gesetz! wird. In Folge davon müssen alle Coefficienten der Potenzen von 
A in der Entwickelung von 4,,,, dieselbe Eigenschaft haben, der Coefficient 
von A giebt aber die im Theorem bezeichnete Form 4,,, und die übrigen 
sind durch die höheren Differentialquotienten darstellbar, wie die Maclaurin- 
sche Reihe lehrt. Es ergiebt sich überdies, dafs der Exponent A in r* für 
alle diese Grundformen derselbe ist. 


$. 18. 
\Wenn man die beiden Functionen 


\ 


‘gt » ye ' u ‚y® ‚ya ‚yr 

(di ) ) f(x» Ty,d;, —dju L,X, EX, 

” 1Af(zı, 2 85) 

zu Grunde legt, und auf dieselben das 10° Theorem anwendet, d.h. jede 


| 


ZD,1u %, Ci, 
Form, die in Beziehung auf f Grundform ist, nach den Gröfsen «a,,, dilferen- 
tiirt und statt der Ineremente die entsprechenden d5,,, substituirt, so ist diese 
Operation keine andere als die bereits in $. 12 betrachtete, welche dort durch 
) bezeichnet wurde. Behält man jetzt diese Bezeichnung bei und bemerkt, 
dafs wegen $. 11 (1.) 
AfA; A,,A;) ar r",Af(z,, 2: %;) 
ist. also die Coeffieienten 5/,, den Factor r” mit sich führen. so giebt jede 
Grundform 7 für f, welche der Gleichung 
N — rt.d 

senügt. eine neue 0.4, für welche die Gleichung: 

(2.) ON —= rit?.04 
stattfindet. daher folgt: 


Theorem 11. 
Wenn man auf die ersten Grundformen: die Invariante S, die 
Zwischenform ©, die zugehörige Form S,; und die Covariante Af, welche 
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den Gleichungen: 
8) Sers, 0 —=r’0, S,—=r’S,, I = A 
(renüge leisten, die Operation ö ran: und die Bezeichnungen: 
4) T=%SsS, H=10 T,=}%0S, 
einführt, überdies bemerkt, dafs wegen $.12 (7.) 
5.) 2idf= f.8 


ist, so entstehen die Grundformen: 
T als zweite Invariante, 
H als zweite Zwischenform, 
T, als zweite zugehörige Form, 
: f.S als zweite Covariante, 
von denen die lelztere abgesehen vom conslanten Factor 8, die ursprüng- 
lich gegebene homogene Function ist, und man erhält: 
6) T=- PAR Bern Hard, [1.8 =r'.f.8, 
wo die Exponenten von r überall um zwei Einheiten höher sind, als ın 
den für die ersten Grundformen stattfindenden Gleichungen (3.). 
Die Ausführung der Differentiation d ist in allen Fällen bereits im Vor- 
stehenden gegeben. so dafs man die explicite Form sogleich hinschreiben 
kann: bemerkt man nämlich, dafs nach $. 14 (8.): 











r ds nz 
3 da . — Syiu 
zu 
7 ds 38. 
3 vr Pre 
da_,; 
ds | 
2 da ms S,yr> 
vYx 
isi. so folgi 
| 308 — I,,f 
2 2 A Sau I aus 


mithin: 
7) TI = 435uuba: 
Man erhält also 6T', wenn man in S,, statt der Produkte u,u,u, die 


entsprechenden b,,, substitwirt, folglich wegen $.16 (1.): 


(8) 65T = ZEX((aa)"a,)"b,, = ZEla,a;)a,b,)”. 
Da ferner nach $.16 (9.) 
w SS dS; 7) 
Ir = zT NN: — FII((aa)"uu)"nnNn: U 
An 


18 * 
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ist. so ergiebt sich 408,, wenn man in der vorstehenden Gleichung statt 


n,n,9], die entsprechenden Ö,,, substituirt, also 


iz 1A 
T; ,——— 108, 2 z2(( d a)“ uu)” by, 
oder 
9) Tray, u, = ZE(aa)rb,yu,uu, 


® 


Man beachte, dafs sowohl bei (8.) als (9.) die derecten Differentiationen die 
dreifachen Resultate in nzcht zusammengezogener Form liefern würden. was 
besonders hervortritt, wenn man (9.) mit der Darstellung -$.16 (1.) von 8, 
vergleicht, die nach der gegenwärtigen Indicesbezeichnung 


S;,—= ZE((aa)*a,)"u,uu, 


veschrieben werden kann. Es zeigt nämlich (9.), dafs man nur in Bezug 


S. 


. ag “ » . L) .. » { 
auf die durch «, angedeuteten Gröfsen «,,, zu differenliiren hat, um 1dS, 


zu erhalten. 
Die Darstellung der zweiten Zwischenform ist sehr einfach; ich er- 


innere zu diesem Ende, dafs ($.9 (4.)) und ($.12 (1.)) 


7 | 
7 dx, ”s Mrz “ Teer | 444%; — A,; 
(10.) „. af. 
/np 
r EN 
vi de,dr, — bin del RE 2 4b, 8 — B, 
oeselzi war. und dafs 
0A,,; == MD, 
ist. Hieraus folgt, dad O—= Fu,u, (AA) ($.9 (6.)) is 
0 —= dFu,u,(A4)” = Zu,u (A Sau (BA4)* 


2xu,u,(AB)*, 
folglich | 
(11) H= 10 = Zu,u(AB)" 
oder auch mit Berücksichtigung von (10.): 
(11%) H= Zzruu(ab,)”x,x 
Ich werde jetzt die verkürzten Darstellungen der Invariante 7’ und 
zugehörigen Form T,, geben und die Grundgesetze dieser Formen analog mit 
der Theorie der ersten Grundformen entwickeln und bemerke hierzu, dafs 
wiederum die Zwischenform H den Ausgangspunkt bildet. 
$. 19, 
Die Zwischenform 44 läfst sich durch folgende ursprüngliche Definition 


erhalten: 
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Theorem 12. 


Wenn man 


vr =D, 2 0,9 + V,T7; 
! 
vw = WI, FT WI T WR; 
(1.) l J . 
pP = Ptıt Pr P3%; 
y ==> F, Lı -- va To -- IT; 


setzt, so ist immer die zweite Zuvischenform H durch 


(2.) H — = +u0p Ztunw(I +4, w0,P;)v.H, 
€ 


oder irgend einen analogen durch Vertauschung der 4 Systeme v, w, p, 3 
gebildeten Ausdruck darstellbar, wenn nach Ausführung der Multiplication: 


zAus Yhat 


v,vv, —da www, —=4,,5 PP Tin HNIu——,; 
gesetzt wird. 

Da alle 4 Systeme durch dieselben a,,, ersetzt werden, so giebt die 
Vertauschung in (2.) wirklich immer dasselbe Resultat. Der Beweis des 


Theorems selbst ist sehr einfach: Man hat 
Z+u%p Z+U0,w, —= 18(uu, vv)" (w,p; + w;p,) 
(+4 w;,P;) 
vF 


4 


=(pp, ur IF, 
z,,1 2 


. 


also multiplieirt: 


H 


\ 


ı SYS (uu, vv)” (p,w;--pıw,)(pp, ww)“ III VLEG; 
N nz VL, T, ($. 6 (6.)) 
— ZEIT (un, vv)”b,,0%,2%, ($.11 (4.)). 


Die Ausführung der Summation über oe allein giebt wegen $. 18 (10.) 


ZI (uu, vv)” (a,a,)" a 


\ 


H — rn vv)" B,v,2, = ZE(uu, B)*v,vv,c, 
— Zr(uu, B)*a,,x 
und wenn man noch über o summirt ai wieder $. 15 (10.) benutzt, 
H — Z/(uu, BA, = Z'AB”u,u, 


was zu beweisen war. 
8.20. 
Man kann die Determinantengleichung $.7 (2.) 


— ABCD9 — ABwp (EZ +9, wr,) + CDuv(Z +9 w,P;) 
(1.) + ACrp(Z+ 9,0, u,)’+ BDuw(Z2+9,0,p;) 
+ ADvw(Z+9,u,p;)’4- BCup(Z+ 9,0, w,)' 
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dazu benutzen um eine für die Folge fundamentale Umformung der Coeffi- 
cienten 
AB) 

von #4 zu finden. 

Man bemerke zuvörderst. dafs ($. 14 Theorem 7.) 

ABUCD = Su, U, %;) 

wird, wenn 0,00, —4,,,, WW, Aus PxPıPu = 4,;. geselzt wird. 

Digerentürt man 


A.B.C.D 


nach den Gröfsen u,, u, u, und setzt statt der Incremente 9,, 9. 9. 


so ergiebt sich daher, wenn durch d diese Differentiation angedeutet wird: 


3 h 
d(4.B.C.D).8 = (219,4+579,44%29,)9 











du, EG du, 
und wenn man 3,93, = 4, selzt: 
) d I dSr mn N ds 4 
d(4.B.C.D)9 — [ Za,1T, %T77 =0,,7,%, ! Za,,8, EC, 
du, du, du, 
oder 


d'4.B.C.D.# — ‚dr df , dSr df , dSr df\ 
4.B.C.D). 


’ldu, da, | du, dx, | du, de) 


2 





Führt man dieselbe Operation auf der rechten Seite von (1.) aus, so ergeben 
sich 4 verschiedene Gruppen. von denen ich immer je ein Glied hersetzen 
will, nämlich: 

(@) = AdB.w.p(Z+9,u,v,) 

(P) — 24B. m .p =z+ FU; v,)Zz+4, 3 v;) 

(7) = (CdD- DdC).u.v(Z+9 w,P;) 

Ö) — ÜD9v =z+9w, P;). 


I 


Da jedes Glied dreifach vorkommt, und durch die Vertauschungen von v, w, p 
erhalten wird, überdies für die Producte immer dieselbe Substitution 
Ü, 0; Ü — A ,ju> w, wW; ‚WW. — Ayjus P: PiPu — (4, u» 

auszuführen ist. so werden diese Pi Glieder immer einander gleich, daher 
ist zuvörderstl 

ds; df ,„ dSr df dSyr d 

-+( L +24 =) — —= a)+3(P)-+ INH 30). 

du, dr, du, a ' du, dır, 


Aber aus Ansicht von (/) ergiebt sich sogleich 


2 


| Pen 0 weil +9, Fr v, = 0 
ısi!. ferner wird 


= —H, 
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nach der Definition (Theorem 12 (2.)); daher ist 
(SL Af | dSy E dSr +3 8(0)- 3(„\— 3.H 


du, dx, Ta dx, ' du, REIT T 


eıne Umformungsgleichung der zweiten Zwischenform. Nun folgt aber 
auch leicht, dafs 
ren 

st, denn es ist ausführlich geschrieben: 
() = (CdD- Dal )u.v(Z+9, w,P;) 

— —!3+ un Zt Ftunw St nptu.v.(I+tI, w,p;) 
und nach der Substitution der «@,,, ist es gleichgültig ob man hierin 9 mit ww 
oder mit p vertauscht, daher ist auch 


| Zu, Z+49% ur,-} zZ turn w2+9,0P,;) 


|| 


Y)=-}3 +2+U,p tw, dt I;- = +un I, > tw vp)ur (I +4, w P5) 


rn. ei }; 
da aber F+ 9, uw, = — F+w,v%, u. Ss. W. ist, so heben sich die 6 Glie- 
der der Parenthese gegenseitig auf, und es ist (y)=0; somit bleibt: 
IS; d IS; d IS; df shake 
(2.) pe 3 - = AR - £ ae 7 3H. 


du, dx, ' du, dx, ' du, dr, 


Es ist endlich ausführlich geschrieben: 





— (0) = F+vwp E+9,WP(Z+9 U, 0) wp 


| 
vo 


(ww, pp) (v,9-40,3,).2(99, vo)" u u,.1Z(w PatWaP,) EX. 


\ 


22: (ww, PP)" (w,Pps 7 WwP,)(I9, vo" (VI, 40 F)UU, rc, 


\ 


z22(a, 4,)” (a, a," u u, T, T, 


\ 


Ef .), Q z 
ZI (a,a,)”" (a,a, U, Ur, %,; 
indem man nur die Glieder zu berücksichtigen hat, in welchen u, © == o, o ist. 
weil nach dem Fundamentaltheorem für 8 
I(a,a,)*(a,a,)" — 0 


0/ 
ist, wenn o, o und u, r von einander verschiedene, constante Indices sind. 
Nach dem andern Theile des cilirten Theorems ist aber 
28 (a,a,)” (a,a,)” = S und 


= (a, a,)* (a, a, S, 


daher wird 


— (a)  — SIUu,UX,T, zum Sur +2, u,.%,)" 
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ichung (2.) geht über in: 
df dS; df 


dr, 


dr, N 


dSr df 


da, 


ds 
e du, 





Su, KW - U, KL 1 U; TC, 5 


an 


schliefsliche Transformation enthält. 


du, du, 














Setzt man noch die Werthe von 
ds dSr er ds, 
— Ns ‚un, 4-— = 25, UU, | — — 25,1 U,U; 
> du, MEREE EN du, .. 
ein, so ergiebt sich 
BEER af df U 
ub PB —o  . 
H — >/(AB Nu 2 vr S,, U, u, ee U, ‚u;- a rn tn) 
Kal { « 2 ‘ 
a ; Su, T, vo; U) To 1 =.2,7, 
also 
| af. df . df | 
(4.) 4B)“ - = , - s )—-Sx,e, 
i dr, ah | dx, Pr | dr, 344 A 
Da weven | | 7 15) 
x” a 
AB)“ — }4>8(a,b,+a,b,) 2,T, 
ist. wenn der Kürze halber (a,b, Kan. statt (a,b,y” + (a,b,)” geschrieben 
wird. ferner 
d df I df = 
=. — I Me; / = Bi ER / _— IM AR 
dt > En dr, s dx, Inn 
2l>V 
dj dj df n 
» . . . ’ 
Y\ 2 Y er 2 dır, 5 83.1) — I, nr \@ oo Sıxi vy d,,0 ST 300 Pa} 
st. so folet 
Theorem 19. 
Die Summe der Produkte der Coefficienten irgend einer zweiten 
d“ . . . . . 
Ableitung | — von f mit den entsprechenden einer zweiten Ableilung 
18 y“ u 
von D-, nämlich: 
’ du,a t 
FT ds ds dS N 
a IT U, ar a rt A 
1g0”1 in zäh | sach E\ “da. % da, ,; 
giebt, wenn o, 0 von z, 4 verschieden sind, 
(9.) AjooSıma t Ayo t Ad = 4la,b, + a,b,)”. 
und so oft p,Ve u, A ’st, 
(6.) Ast aa tdi — (4, b; "nd; b,)” 2” S. 
21. 


Ich 


und aus der 


entwickeln. 





werde jelzit die ursprüngliche Definition der Invariante 7 geben. 
selben eine doppelte Darstellung der zweiten zugehörigen Form T, 
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Theorem 14. 
Wenn man in den 3 Determinanten 


A—= F+tvwp, B=— I tuw,p,. = ZturPp; 
das ihnen gemeinschaftliche System 


Pı» Pr» Ps 
der Reihe nach durch 

Ye» N 
nr u 

I, 9, 8; 
ersetzt, und die Kirgebnisse respective durch 


rw ME» 


A;, B;, C; 
As, B,, 6; 
hezeichnet, ferner wie früher 
D == — F+twvw, 
selzt, so ısi 
(1.) 6T — A,B:C, D(Z2+n,9,£,) 
oder auch gleich einem der 6 andern Ausdrücke, welche durch Vertau- 


schung von n, C, 4 aus dem vorstehenden hervorgehen, wenn man jedesmal 
nach Ausführung der Multiplication 


u,u, U, nd U,ju> V®, ü, V. ——— A,ju> w,w;, w, =—- 4A. 


wu) 


NM NT Ya > ol,= A ,ju> FI, 4, 

selzt. 
Wiewohl sich die Ausführung der Multiplication aus den Entwicklungen 
des vorigen Paragraphen ergiebt, wenn man dort die Variabeln x,. x... =; 


durch die partiellen Determinanten 











I, = 265% T, 13 15 I; = N, 


> 





erseizi, so will ich dieselbe dennoch vollständig geben, um dadurch ein allge- 


meineres Resultat ersichtlich zu machen, welches in der Folge gebraucht wird. 
Man bilde 


R zu A,(B:C;+B,C)D(Z+n,%9; 65)” 


indem man den Vertauschungsausdruck von 9 mit { hinzufügt: dann muls 
erwiesen werden. dafs 


A 


6T — ik 


ist. 
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Nun ist nach der Definition: 
— !B:.C,-+-B,C} = FtuwwG, 2 +u04 4 Ft, 2+u0G; 
was offenbar aus 
Stun, Z2+u0d — 42(uu, vo)(9,5,4+%,%5,) 
entsteht. wenn man letztere Gleichung nach ®,, ®,, ®, differentiirt und slalt 
der Ineremente ©,, ©», ©, substituirt, daher wird 


(2) —1B:C6;+B,C} = 4 &(uu, (vw wv))” (9,54 %9.L,). 
ierner 
3.) —4,D = FZtvwn,ZtvwW —= 432(n,Uu,-;7,u,)(ve, ww)" 
(4.) (+95) = Zn,n(99, 65)”; 


also nach Multiplieation der 3 REES 


BEE = > \; n \00/9. 7 ag 900 7r\r4 BE ft \ ea AR 
k—= 18 88(uu, vov-wv) (9. I, SC mNuU. tn. Uu,)(vv,ww)f', 


o>0” 2 


Lone 


und wenn man zunächst für 994 und [ZZ die Substitution ausführt: 


k = LEN (uu, vw wv)° (@, AN (nu, +7. %,) (vv, ww)”. 
Für znn, www soll die Substitution zunächst nicht ausgeführt werden, man 
kann aber. da « mit r vertauscht werden darf, ohne dafs der Ausdruck 
sich ändert: 

k — EEE (uu, (aa)”)” (v,@, 4 9,%,)(vv, ww)" n,NNuU%, 
schreiben. wenn man überdies den Vertauschungssatz anwendet, so dafs man 
nach Ausführung der Substitution für vor, www: 


5.) Ak = 2EE8(uu, (aa)”) (a, a," nnınu u, 
erhält, oder 
(6.) 34 = ZEF((aa)" (aa)“ u U, u NN 


Man bemerke, dafs bei dieser Entwicklung weder eine Vertauschung der 
Systeme nn mit 439 und SIT noch der Systeme uuu mit vv» und www vor- 
ausgesetzt ist, so dafs ste auch dann noch gültig bleibt, wenn uuu und nr 
ganz beliebige Gröfsen bedeuten. Ferner beachte man, dafs in der Glei- 
chung (3.) das System w,, w,, u, durch jedes andere ersetzt werden kann. 
also auch durch die Differentiale: 


ohne dafs bei der Zusammenziehung ein anderer Effect entsteht, als dafs 


(7) 4% = ZEX((aa)“ (aa) u, u,du,n,nn, 


wird. 
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Aus der Gleichung (6.) folgt nun das zu beweisende Theorem. denn 
setzt man jelzt noch: 


u, U, u, = A 01 > 7], alu — 4,15 
so wird 
Ik — EEN((aa)" (aa)**)" a,.a,;, 
—= EXN((aa)“ a,)(a,a,) a,,, 
Bun = zou Don Rn 6 T ($- 18 (<.)) 
weil 
I((aa)" a)” = 8, ($. 14 (7.)) 
I(a,a,)* a, nn Bau ($. 11 (4.)) 
ist. 


$. 22. 
Theorem 19. 
Wenn man in dem die Function T definirenden Ausdruck 
(1) 4,B-C,.D(> +95) 
entweder die Gröfsen 
uU, %, U, 
oder die Gröfsen 
Ms Ms Ms 
als die Vuriabeln betrachtet, und jedesmal für die übrigen Potenzen und 
Produkte dritter Ordnuny die entsprechenden a,,, selzt, so entsteht in 
beiden Fällen eine zugehörige Form. 
Der Beweis ergiebt sich sofort aus der am Anfange dieser Abhandlung 
gegebenen Definition der zugehörigen Formen. 
Bildet man die erste derselben. so hat man in der Gleichung (5.) des 
vorigen Paragraphen 7,7,7,.= 4,,, zu setzen, dieses giebt 


III (uw, (aa)”) (a,a,)" a, 


zhu u I 
oder 


ZEF (uu, (aa) (a,a,)” a,,u 


\ zu ji 


\ 


| 


== (uu, (aa) bu, 

I(b, (aa) u,u,u, = Ty(u,u,,u;) ($.18 (9.)). 
Es entsteht also durch die ersten der angegebenen Operationen die schon de- 
finirte zweite zugehörige Form T',.. Die vorstehende Definition derselben. giebt 
aber ohne alle Rechnung sofort eine sehr wichtige Eigenschaft derselben an. 


Wenn man nämlich die Form (1.) nach w,, %,, %, total differentiirt. 
19 * 
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so entsteht 
A, IB-C,d D 2 B.dC, D 4- dB; C,D!N (Z+9,n6;). 


welcher Ausdruck 





— 34,B. C,dD +95) 
voeschrieben werden kann, weil aus einem der 3 Glieder die beiden andern 
foleen. wenn man die 5 Systeme v, w, n, {, 9 passend vertauscht. 
Hieraus folgt wegen (7.), dafs 
IT, u. %W,%) — 3IF(b, (aa) )* u,u,du, 

BI! (aa) u,u,du+Z(b,(aa)'") u,u,du,--Z(b,(aa)"’" u,u,du,. 

dl, h. 
‚ TTyr(u,,u,,W,) 


(2) 3 Er = — F(b,(aa)")" u,u,, 
[ 





wo r eonstanter Index ist. 
Setzt man nun 


3.) Fa, = Seen; 


ool 
indem man wie bei allen Bezeichnungen dieser Art die Gleichheit von 


Zn Se Dora mens er meer Fore Lro0 oem 00 
einführt. so ist 
AT;(u,, u, ,%,) 
l Er = 5 ut Ki 
3 du, a <tl,o: u, U,; 





wo  conslanter Index ist, also in Vergleichung mit (2.) 


3° La = {6b1laa))"+(b,(aa)”) + (d;(aa))r}, 
d.h. man kann in diesem Ausdrucke die Indices o, o, z nach Belieben ver- 
tauschen, und erhält auf diese Weise eine einfache symmetrische Darstel- 
lung der Coefficienten von T',, von welchen sehr bald nachgewiesen wer- 
den soll, dafs sie die parliellen Ableitungen von 7" sind. 
Fügt man ferner noch hinzu, dafs weil ($. 18 (4.)) 
08, —= 3T; 


geselzt war: 


| 


(4): Me 
ist, so folgt aus $.14 (7.): 
3, — I la, (aa)")r° + (a, , aa) )° + (a; (aa)’')%° 
I, = (di (aa) + (d,(aa)’”)r° + (b,(aa)')* 
+ (a, (ab-+ba)'')® 4 (a, (ab + ba)’")°+ (a; (ab + bay’). 


Mi 
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Das erste Glied der rechten Seite ist aber wegen (3.*) —=/ also 


001 3 
5.) I = 1a (ab-+ ba)‘ -; (a, (ab 4 ba)’ 1-(a,(ab + bay“ ‘. 
es ist daher ersichtlich, dafs durch die Darstellungsweise (3.) die Berechnung 
des sehr complieirten Ausdruckes (5.) überflüssig wird, die Differentiation J 
würde ihn aber erfordert haben. Die Verification der Identität von (3.) und 
(5.) ist a posteriori sehr schwer auszuführen, während sie aus dem hier he- 
nutzten Prinzipe ohne Weiteres folgt. 

Geht man nun zum zweiten Theil des Theorems (#5.) über, so ergieh! 
sich eine zugehörige Form, welche mit den Variabeln 7,. 7». 7, geschrieben 
aus &. 21 (6.) folgt, wenn man dort 


’ u, u, u, az Ayo: 
setzt. nämlich 
I; = ZI ((au)" (aa)*) UNE, 
oder auch 
I, = ZZ (a, (aa) (a,a,) mann: 
d.h. wegen der Definition von s,,. $.14 (7.): 
6.) = Z85,.(0,0)" u,uu,, 


wenn man wieder %,, %, a, als Variable schreibt. Die Werthe 7, und 7, 
sind formell so von einander verschieden, dafs ein Zusammenhang beider nur 
durch höchst complieirte Transformation gewonnen werden kann. Die Be- 
rechnung beider Funclionen für die specielle Hessische Form zeigt ihre Iden- 
tität, woraus freilich auch im Allgemeinen die Identität hervorgeht. Indessen 
handelt es sich hier einerseits darum, den Zusammenhang der Formenbildung 
zu erkennen, andrerseils die Ooelficienten von X; in ihrer einfachsten Form 
darzustellen. Nachdem ich. sehr viel Zeit und Mühe auf die Entdeckung dieses 
Zusammenhanges verwandt hatte, der auch für alle hier folgenden Sätze fun- 
damental ist, stellte sich derselbe in seiner einfachsten Form als das die 
Zwischenform H betreffende Theorem (13.) dar, aus welchem er sofort her- 
vorgeht. Entnimmt man nämlich aus (9.) 


IT 
3 — ZI/,.U,U, = 428(a,, (ab + ba)" u,u,, 
lt, 





wo r ein constanter Index ist, so ist auch 


ı AT; 
3 du; 


und wegen des 13‘ Theorems: 





— IF (a,, uu)°(a,b,+a,b,)”. 
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‚aT, | Rn 


"Y \00 l ! x \er 
zn u 2 (Aigo Ser Arosa T Moo Sur) — SI(a,, uu)”. 


indem nur dann das Glied mit S hinzutritt, wenn 0, o—=z, r ist. 


Es folgt aber aus $.8. (10), wenn man dort v,v;v, = Aa,,, Setzt, 
S(a,,uu)" = (a,,uu)" (a, uu)”--(a,,uu)” —= 0; 
daher ıst 
ET ,,)u, U, 
3 du, ui = ((a, a," Re VS a; tl ad, „4;) 341 


— 22740) 5, U,U, 
Bildet man nun 








A 1 dT; 2 E AT; 
Ey AU du, | ’ du; 
so wird 
[7.3 B, == == z2(a, a,)” 8 u, uU, = = X, 


zit 


es ist daher die Identität der beiden zugehörigen Formen des funfzehn- 
ten Theorems erwiesen. Ferner aber ist dann auch 





dr 
= 
(S.) 3 du a a,a,) Sy: u, U,; 
T 
wo r eonsianter Index ist, also folgt 
(9.) I, = = (4,4) 8,1: SION (a, a,)" Syio =(a, a,)°: Srio> 
während aus (6.) hervorgehen würde, dafs der Coefficient von u, w,u, in IT; 
mit seinem Zahlenfactor 6 
— 28(4,4)° 8,4 2(a,0)" 840} 22 (0,07) 5... 

ist. wenn alle Indices verschieden sind. 

Die Function ZT, läfst sich in Folge der Gleichung (7.) definiren durch 


(10.) iz HT uu;u, = Br; 


dayau 
wenn man statt der Potenzen und Produkte LIT, die entsprechenden 
8... substiluirt, denn es ist 


Af = Z(AA)"dA,,, also 


= dJ dA, 
Bam u,.u,u, — 32/2(A44) 
da,; er 


— JF(I4I) (u, uU 0, + U,U,U: EU, UUT,) 


— A)’u,u, (ur 4% Dar U,X;) 





u, u, U 


— IIT(a,a uU LH ET, L HH WU,L,E,) 


u —7 1) 
= 3 ra, u uU St Urs + rn 


— 3Lr 
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Hieraus ergiebt sich aber ($.9 (6.)) 
(11) 0.u = Z(AA”u u (ur Wr 4 u0,) —= T,, 


wenn man wiederum X%,%, 2, — 5, selzt, und es läfst sich die Gle- 
chung (8.) so aussprechen, dafs zugleich mit x,0,%, = $,,. 
d(O.u 
an Om a 
du; 
ward. 


Es bleibt nun schliefslich noch zu untersuchen, in welcher Beziehung 
die Gröfsen #,,., welche durch (3.*) oder (5.) oder (9.) definirt sind, zu den 
partiellen Ableitungen der Invariante 7’ nach den Gröfsen a,,, stehen. 


Bildet man die Function: 


dT ‚dAZsoo:b 
u,uu, — 3! _— _ 1,u4,; 


68! 
da,zu 








dazu 


so erhält man jedenfalls eine zugehörige Form, es besteht aber das Resultat 
der Differentiation aus zwei Theilen, nämlich es ist 














i AT ds db,o 
68! u,uu, =Z/2 Ib „uuu, 4 Z1 Es U,UuU,. 
day}u d,)u day; 
Da aber wegen $.16 (9.): 
1 >!’y dsg01 co u \zu BZ FOR 
nd N,NMmU,UuUu, = Z((aa)“ un)" un 
“AU 


ist, so folgt, wenn man 7,7: = b,.. Setzt, 


ds or 


ı8!z 





en 4 E77 
re D,orU,U u, —= Z((aa)‘*uu)”b,,.u, 
— I((aa)*b,)"u,uu, = T,. 
Dies ist der erste Theil, der zweite wird wegen (10.) 











dayıu 
Daher erhält man 
SI u,uu, = 3T,;, 43T 
’ days m f f 
oder, da 2,—T;; ist, 
dT 
! v 
(12) 2! u er T,=%,. 


Fafst man Alles zusammen, so entsteht schliefslich das folgende Theorem: 


# 
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Grades. 
Theorem 16. 
Die folgenden drei zugehörigen Formen: 


7 Qt 
T, Rn 0, u Tu U,U,U,; 

















Tr — 0.8 (7,T, rt, =Ss der) 
</ 
a # u. U; u 
daziu a At 
sind eınander gleich, also: 
AT i . : 4 
\ — Öl, Wenn z, 4, « verschieden sind, 
YAU 
Nr ) dT i i Ä , 
(13.) \,.— = 3f,,.,; wenn z, 4 verschieden sind. 
227 
AT 
Be OR 
Adyr; ” 


und die Werthe dieser Differentialquotienten sind in drei verschiedenen 
Formen: 


\ ® „= ( a da, IM 5)” - ((a a)‘* b,)* + ((a a)" b,)* 


(14.) da. = +lab + ba)" a)” + 4 ((ab + ba)’ a,)” + 1 ((ab + ba)‘ a,)* 
| lau = =la,4,)" Sau 
darstellbar. 


$. 23. 
An diese Resultate knüpfen sich nun die Grundgesetze für die zweite 
Invarıante. 
\ach der Definition ist 


18 = T, 


also 


>] 


w 


67T = 4 RAIN) m Su 


d. h. gleich dem Werthe von S/;, wenn man 


b 


» 


xAu 2 


AN mE m SM 
seiz!. Diese Substitution giebt aber wegen ($.16 (2.)): 
67 _. => (a,a,) (a,b,)”. 
und wenn man die Summation über oe und o ausführt: 


er. \11 
mn (q, d; J 


‚a; b,)” + =(a, a;) (a, b,)” + = (a,a,)” (dı b,)* 
7 =(a,a;)" (a, b,)* + =(a, a,) (a; b,)* r =(a,a,)" (q; b,)* 


} a 


r =(a,a,)" (4,5,)” + &(a,a,)” (a,6,)”" 4 I (a,a,)” (a, b,)*. 


(1.) 67T = 
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wobei noch zu beachten ist. dafs 
(a,b,)”* und (a,b,)* 
von einander verschieden sind. 


Man kann aber auch das Theorem 9. ($. 16) benutzen, um T' darzu- 
stellen. Setzt man in demselben 


uuu, = bin: 
so ergiebt sich, weil dann 


IR FAR eT — — 97 


wird: | 
(2.) Zlaa)*a,)”b,. = Z(la,a,)'*(a,b, =) = 27, 
3)  Flaa)*a,)*b,, — Z((a,0,)'"(a,b,)*) = 0, 


wo 7 und » constante, von einander verschiedene Indices sind. Die Gleichun- 
sen (2.) treten mehr hervor, wenn man die Summalion über « ausführt; sie 
seben dann 


Yt — F(a,a,)"(a,b)” + Z(a,a;)" (a,6,)”- &(a,a,)"” (a,b,)* 
(4.) 22T = Z(a,4,)" (a,b,)” + &(a,a;)” (a,b,)” 4 RE: (a, b,)* 


[2T — (4,4) (a,b) -- Fia,a,)” (a,b,)” 4 &(a,a,)” (a, b,)* 
und zeigen so, dals die drei Horizontalzeilen der rechten Seite von (1.) 
gleiche Summen haben. Andrerseits ist wegen $.22 (3.*): 


ee % Be ey ae7 
<T,r4, = I((aa)*b,) P Oi, 
und 
E((aa)tb,)"a,, = Zllua)'*a,)*b,;.; 


daher gehen die Gleichungen (2.) und (3.) in folgende über: 
(9.) hr d,ı = 2 T, 
(6.) Zt, 4 BER 0. 


und geben so das Theorem: 


| 


Theorem 1%. 
Wenn man ın den 9 Gleichungen: 


\ = 37 zu x Tan 
= Air lıri ig 5 Ä 9 <A ba,; .r 0. — U, Uzri _ 0. 
ZUM, ri 0. = Ay, Coyi —=?2 T, = G;,; Ua —(, 
Y 
Zahn. Za,,b,=0, a,b, =?21 


die 10 Gröfsen t,,, als Unbekannte ansieht, so stellen die partiellen 


Ableitungen von T nach den Gröfsen a,,, ein System ihrer Lösun- 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 20 
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gen dar, nämlich 


yM T rg‘ 
e ee Ei. 


da, f a. da,,ı er en 





6f 








ZrÄM 


Die Verbindung dieses Theorems mit Theorem 8. ($.15.) giebt die 
beiden von einander unabhängigen Lösungen beider Systeme von Gleichungen. 
Da dieselben sich nur in den Constanten 28 und 27T der rechten Seite von 
einander unterscheiden, so kann man durch Division mit respective 20 und 
2T beide Systeme von Gleichungen identifieiren, und demgemäfs durch 





Srlu au 


BY 





zwei Systeme von Lösungen des entstehenden Systemes angeben. ferner alle 


übrieen durch 





Sylu U eau 
25 tM- Zr: 


wo M ein willkührlicher Factor ist. 

Man findet sofort zwei analoge Systeme von Gleichungen, wenn man 
in (5.) und (6.) statt der Coefficienten Z,,, diejenigen Werthe setzt. welche 
sie als Coeffieienten von T, besitzen. Nach $.22 (9.) wird dann 


> 
—n Car 


P7 
4. = <( 4q, d, oo T U, B) 


wo immer 7 und v constante Indices sind; es ist aber definitionsmäfsig: 


Bu Fatal (4, a,” 4. >) 
also auch 
(€.) tn d,» = =d,o So: ‚ 


und daher ergiebt sich wegen (5.) und (6.): 


Theorem 18. 
Wenn man in den 9 Gleichungen: 
Sb sua=?T, 20.0. = 0, ZB. = 0 
Sb,1Su 0, =Eb.. u 2T, Zu... , == 0 
bs = 0, Sb,82 0, =D, =2T 
die 10 Gröfsen s,,, als Unbekannte betrachtet, so ist ein System von Lö- 


sungen durch die partiellen Ableitungen von S nach den Gröfsen a 
gegeben, nämlich 


Au 


ds BR . dS ee ds 


“xx 3 da,,, 


68. 2 — 3 
vr. 2 dazı. 








Xu 3 
? da,,u 
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Der Charakter der Ausdrücke 
Sb 


vOV > or 


tritt deutlicher hervor. wenn man die bekannten Werthe für s,,, substituirt. 


Ist nämlich « ein veränderlicher Index, so wird 

bo, Ggoı =D, ((aa)'"a,)" = (a,b, (a,a,)'" 
und die Gleichungen (5.) und (6.) oder (2.) und (3.) nehmen die Form an: 
2T = F(a,a,)" (a„b,) 


(3.) .’ ur 0 
0 = Z(a,a,)" (a,b,). 


Führt man nun in der ersten Gleichung die Summalion über « aus und setzit 
statt z allmälig 1, 2. 3, so entstehen die Gleichungen: 

\" T = = Zu, 4,) (a,b, =(a,a,) (a, b,)e° 4 (a, 4.) (a, 6,)°° 
2T = Fla,a,)" (a,b, =Z(a,a,)” (4,b,)° 4 I(a,a,)” (a, b,)% 
lor — (u, a,)" (a,b, )®" 4 (A, ad, (a, b,)?° +=(a, d,)” a, b,) 


(9.) 


welche zeigen, dafs auch die 3 Verticalzeilen in (1.) gleiche Summen 
haben. 
Schreibt man noch die Coeflicienten von T; ($. 22 (9.)) 
to = Z(a,a)s, 


oOT 
h) 


in ausgeführter Summation hin, nämlich 


(dd 0.) Fa . (&, a, ) Sm: + (@; a,)*° 922 1 (a; a," 933: 


i 


7 2 (4245) S23, + 2(a,4,)°° S1;, +2 (0,9) s 


und setzt für o und o allmälig die Combinationen von 1,2, 3, so entstehen 
sechs Gleichungen von der Form der im Theorem 3. ($.8) erwälinten, welche 
sich in Folge dessen sofort nach den s,;, auflösen lassen und wegen $.S (7.) 


(11) 8.5. = Zla,a)t,. 
seben, so dafs also 
‚dSr 


> > 5 / 00 — N ' ge 
(12.) ZI(a,a) 1,,uu, = SEs, „uU, = De 


wird. Diese Gleichungen liefern zunächst ein Ergänzungstheorem zum acht- 
zehnten Theorem. Substituirt man nämlich in (12.) auf beiden Seiten slatt 


“,uü, die entsprechenden a wo v wie r ein constanter Index, und bemerkt. 


00% 3 


dafs nach 8.15 Theorem 8. 
— 0 
20 * 


4 a anal \ 
— U,or Sooı mr 238, U, $ 001 
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ist, so giebt (12.) 
Z%(a,a,) lıror rn 28° oder == @, 
je nachdem =», oder r von v verschieden ist. 
Aber 


ar 00 
bu as; =(a,a;) A,ov> 


also | 
(13.) =b,. bern nn 28° oder = 0. 


mithin: 
Theorem 19. 
Wenn man in den 9 Gleichungen: 


du. Car — 238 > Eb,. ta = 0, Eb;.: ri nn 0. 

5’ Bnen yr ER N? „> Br 
z Bu Üaua En 0, — b,,: Coya a 238 3 en b54, PR ee 0, 
Eb,alba =0, bzaba =, =b,, bl, = 28° 


die Gröfsen t,,, als Unbekannte betrachtet, so ?st ein System von Lösungen 
durch die partiellen Ableitungen von T nach den Gröfsen a,,, gegeben, 


nämlich: 
AT , AT h IT 
I, = s dl = 4 


f 
das, 


HHMH 











en ' da, 2; 


Die Verbindung der Theoreme 18. und 19. erfolgt ebenso wie die angege- 
bene Verbindung der Theoreme 8. und 17. 
Die Gleichung (11.) liefert noch ein zweites bemerkenswerthes Resultat. 
Bildet man nämlich 
yo: — 0Z(a,a,)” s,. 
— 2F8(a,b,) 5,4 38(a,0) bar 


und bemerkt, dafs wegen $.20 (5.) (6.) und des 8 Theorems: 


u \20 PEN | 
(abs = ZlaiS1got Are Saga + Aszı Ssg Sn — I + Sıpo 
= 285,0, — 85, = SS,00 
ist, so ergiebt sich 
\ “| ! \ 
Usa: ne IS ‚or +38(a,a) has 


also wegen (11.): 
Ol... — 585, . 
Es folgt hieraus, dafs 


(14) IT, = 58.8;, 


ist, also dafs sich durch Wiederholung der Operation ö immer nur Ver- 
bindungen aus S,; und T, finden lassen. Hiermit in Verbindung steht aber noch 
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ein anderes Resultat. welches in $. 13 (8.) bereits angegeben ist. Da nämlich 
2T = Za,ıla 
ist, so wird 
UT — dal t Zt Oli; 
aber wegen des 19" Theorems 
bil = 28° 
und wegen (14.) 
Zauldtı = IIEa.8ı —= 108°, 
also 
(15.) ST = 68°. 


Die 4 Systeme linearer Gleichungen, welche in den Theoremen 8. 
17, 18, 19 behandelt sind, kommen bei fast allen Anwendungen der vor- 
liegenden Theorie vor, daher ist hervorzuheben, dafs durch die gegebene 
Auswerthung der bezüglichen Ableitungen von S und T, ihre Lösungen in 
schliefslicher Endform vollständig dargestellt sind. 


$. 24. 

Als Beispiel der Anwendung der bisher entwickelten Theorie will ich 
für die Hessesche Form die Invarianten, Covarianten, zugehörigen Formen 
und Zwischenformen berechnen, indem ich sie in der Fassung des $. 10 zu 
Grunde lege, und nur der Kürze halber die Variabeln und Coefficienten als 
ursprüngliche schreibe. 

Es sei also 

(1) f= 1% +92 a,23-- 642,037; 
die gegebene Form, dann sind die Coefficienten A,; der quadratischen Form: 
(2) ZAuy,1ı = a0 Ya my 13 y3y+2a, (0, YaY3+r2YıYstZsyıy>). 
die zweiten Ableitungen von f nach den Variabeln, dividirt durch 6. und die 
zugehörige Form von (2.) ist die erste Zwischenform ($.9 (6.)). nämlich 
0 = FZ/AA"uu = 
(3) (2q,4,2,7;— 2a; 2) u + (2a,a,2,20; — 2a; 23) w+ (2a,a,x, 2; — 2a; 25) u; 
+2 (240,20; — 2a, a, 2) u, u, 23/20, 2, 0%; — 2a,a,7;)u, u, 

+2 (20,0, 2, — 2a,a,2;)u, u, 

Hieraus ergiebt sich die erste Covariante Af —= (A A)” A,, oder kürzer: 
Af — 3{(AA)" Aut (AA An + (AAN® Au) 
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als folgende: 
A) IS = dam +04 05) -+6(2a,- a, a,a;,) 2,00;. 
Zur Berechnung von S,; nehme man die verkürzte Form $. 16 (3.) 
IS, = I((aa)'*a,)“ u,u, u,. 


Setzi man der Kürze halber 


5.) (4,4) u (4,4) W%-+ (a,a,)” u — 0,; 
so ıst 
18, = Zioa)"u,u = Z(a,uu)*a,,,, 
also 
(6.) 49, = (a,uu)'a-+2(o,uu)’a,. 


weil die übrigen Glieder mit Coelficienten multiplieirt sind, welche für die 
Form (1.) der Null gleich sind. 


Es ist aber 


(0, un)" — 0,U5 + 03 U — 20, U, U, 
o,uu)” — 05; U, WW + HU U — 1, Us, — 0, U, U, 
und nach der Definition (9.): 
Ge — — 2azu, I = bAzU, 
2 = —20u,U; 5; = U; 
Oi; = — 24,4, ln = Wu,. 


wobei zu bemerken ist, dafs man die Coefficienten (a,«,)*, welche in (5.) 


e 
vorkommen, aus (3.) entnehmen kann oder aus dem Schema $.10 (4.). 
Hieraus folgt die erste zugehörige Form 
) N — —6a,(; WU - a, A;U5) +6 (Aa, — a,Q,Q,) U, U, U;. 
Die erste Invariante S, welche bereits $. 10 berechnet ist, folgt aus (7.) 
von Neuem, nämlich, da S;= 3s,, u,u,u,, 
(5) 8 = 4235,..4 = 4a,(a} — 4, 04;), 
und die zweite Invariante T': 
9) T= 185,.b,. = 8a + 20 u,a,a,0; — aa: a}. 
wo die Coellicienten 5,,. aus (4.) zu entnehmen sind. 


\lan bilde nun die zweiten Ableitungen von Af nach den Variabeln. 
als Coellicienten der quadratischen Form: 


(10) ZB.yyı = —6a(az,yi+@2,1244,2,Y}) 
+ 2 (2a, - 4, 4,45) (TıYıY3 + TYıY3 + L,YıY) 
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und aus der Verbindung ihrer Coefficienten mit denen von (2.) die zweite 


Zuwtschenform : 


(11) H= E(AByuu — 
(— 2a, (2a3 + a, 0, a,)2, — 12a,a,a,2,x,) u; - 
(— 2a, (2a; + a,4,4;,) 2; — 12a, 4,4,2,%,) Wu; - 
(— 2a, (2a; + a,04;) 2; — 12a, 0,4,2,%,) u; - 
2 (a, (4a, — a,4,4;,)20, + 2a, (2a, + a, Q,4;,) 2,25,) U, u, - 
2 (a, (4a, — a,4,4,)2; + 2a,(2a, 4 a, a,4;,)x,27,) u, u, - 
2 (a, (da) — a, 4, 4,) 253 -- 2a, (2a, + a,Q4;,)%,2,) U, u, 
Diese Form giebt die sämmtlichen Gröfsen 
(a,b, a,b,)°°, 
aus welchen, vermittelst der Definitionsgleichung 
T, = 408, — Z&((ab-+ba)' a)” u, u,u,-I((au)'“b, )’u,u,u,, 
die zweite zugehörige Form T',; sich berechnen läfst, man gelangt aber wegen 
der oben bereits berechneten Gröfsen «,, etwas schneller zum Ziele. wenn 
man nach $.18 (9.) 
(12.) T,= FEl((aa)“ b,)u,u,u,+ I((aa)“b,)u,u,u,- 1 E((aa)”* b,)u,u,u 
setzt. Es ist nämlich wegen (5.) 
Z((aa)"b,)"u,uu, = Z(e,uu)”b,,; 
und weil wegen (4.) 
bu = —daza,, bi = 2a, -| 4, 4,4, 
ist. und die übrigen d,,, =0 sind: 
Z((aa)'*b,)" u, uu, —= — bla, un)" aa, --2(e, un)” (2a; -- a1,0,0; 
— ba, a; (2a,a,u3 + 2aza,u; — 2aza;u u;u,) +2 (2a; + a,a;a,) (dazu mu, — a;a;U}). 
wenn man die obigen Werthe von (co, wu)" und (co, uw)” substituirt. Ordnet 
man diesen Ausdruck und bildet durch Vertauschung der Indices die beiden 
andern Summen von (12.), so entsteht: 
Z((aa)'b,)"u,u,u, = —2a;a; (2a}-1-a,0;a;) u -+-12a,a,a;w+12a,a,a;u: 
+ 4a, (4a; - 5a,a,4,) u uw,u 
(13) Ir ((aa)”b,)"u,u, u, = 12a,a,a;u, — 2a, a, (2a; + 4) %; +12a,0,a;u; 
+ 4a, (4a, -- 5a,4,a,) u uU; 
= ((aa)’"b,)*u,u, u, — 12a, a,a; u + 12a, a, u — 2a, a; (2a; + a,Q.4;) U; 
+ 4a; (4a; +-5a,0,4;,) U,UuU; . 
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also durch Summation dieser drei Gleichungen die zweite zugehörige Form: 
(14.) T;, — 2\(104 — a,a,4;) (a,a,W + 4,4, U, + 4,4, 43) 
wre Bag ' 
+ ba; (da; + 9a, a,4;) U, U, U; }. 


Von der absoluten Invariante. 





S. 25. 
Wenn man aus den Gleichungen 

NY = r!S, 

T —= r’T 

die Determinante r eliminirt. so erhält man 
N 5 S° 
(1.) a = 
T'°? 1 


d. ı. eine Bedingung zwischen den Coefficienten der ursprünglichen und der 
transformirten Form, welche erfüllt sein mufs, wenn es möglich sein soll die 
eine in die andere zu transformiren. 

5: 

TE 

nen und durch .J bezeichnen; sie ist eine gebrochene Funclion der Coefh- 


Die Function will ich in der Folge die absolute Invarianle nen- 
cienten. deren Zähler und Nenner von derselben und zwar 12" Ordnung in 
Bezug auf die Coelficienten sind. Die Bezeichnung „absolut” gebe ich ihr, 
weil sie, für die transformirte Form gebildet. von den Substitulionscoefficien- 
ten gänzlich unabhängig bleibt. während die andern Invarianten noch die 
Deierminanle r der Substitutionscoefficienten enthalten, also weil J’= J ohne 
Vermitilung von 7 ist. 

Wenn man verlangt. dafs durch lineare Substitutionen die Functionen 
y 


Er 


f = Fa. 28, fm A 
in einander transformirt werden sollen. und das gewöhnliche Verfahren dabei 
angewendet wird. welches darin besteht, dafs man die Substitution in f ein- 
setzt und die erhaltene Form mit f’ identificirt. so erhält man zehn Gleichun- 
ven von der Form: 

(2.) du > Aıl,0;0, 4 Anl, du 0, Br tu, d) Ft"; 
aus weichen man die 9 Substitulionscoefficienten «,, P;, 7. eliminiren kann. 
Es folg! daher, dafs immer eine Relation zwischen den Coefficienien «};, 
und @,,, bestehen mufs. damit die Transformation möglich sei. Die Glei- 


chung (1.) 


‘= J der F-J = 0 
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giebt diese Bedingung und zwar in einer Form, welche dadurch merkwürdig 
ist. dafs in derselben die Coellicienten 4,;, und «,,, von einander separirt 
erscheinen. ohne dafs sie aufhört ratonul zu bleiben. In der am Eingange 
dieser Abhandlung bezeichneten Schrift habe ich nachgewiesen. dals sowohl 
die Form der mit 

J‘-J=0 
analogen Gleichungen, als die Art und Weise ihrer Entstehung für homogene 
Funelionen von beliebig vielen Variabeln und beliebiger Ordnung in allen Fäl- 
len bestehen bleibt, und diesen Umstand als Ausgangspunkt für die Theorie 
der Invarianten benutzt. 

Um im vorliegenden Falle eine bestimmte Transformation für die homo- 
veenen Funclionen 3°” Ordnung von drei Veränderlichen zu erhalten. muls 
man über 9 Coeflicienten nach Belieben verfügen und die Bestimmung des 10" 
dem Eliminationsproblem, d. h. den Gleichungen (2.) überlassen: nach dem 
Vorstehenden giebt aber die Gleichung 

J — J 


diesen übrig bleibenden Coelficienien. 





Setzt man z. B. die Zlessesche Form 
y m A? DE Ay M. + 6% A, Ä, Ä, 
voraus, so hat man im vorigen Paragraphen nur 


se yuelr Due u 

zu selzen. uM 
0.0 (4kt— Ak)? 
— 5 L20P 1): 
und durch Auflösung der Gleichung: 

2 u (4h?— 4k)? 

T: _ (8%°4+206°’—1)?° 
den Werth für k zu erhalten. 

Diese Entwicklungen zeigen schliefslich, dafs die Anzahl der von 

einander unabhängigen Invarianten nur zwei beträgt, denn wäre P eine 
dritte, welche der Gleichung 





J' 





P' = r‘.P 
genügt. so könnte man durch Elimination von r aus den 3 Gleichungen 
$, RR r!s 
T' —— r!T 
P' = r’P 
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zwei Gleichungen erhalten, in welchen nur die eine Unbekannte 4 vorkommt. 
und durch nachträgliche Elimination von % aus denselben eene Relation zwischen 
P, S, T mit rein numerischen Coefficienten. Man sieht hieraus nicht allein. 
dafs P, 8, T immer algebraisch von einander abhängig sind, sondern auch 
wie man P aus S und T zusammensetzen kann. Ich bemerke hierbei. 
dafs Herr Sylvester in einer schönen Abhandlung ( Philosophical Magazine 
1553. Vol. V, pag. 299 und folg.) nachgewiesen hat, dafs jede ganze Function 
P immer eine ganze Function von S und T' ist. 


$. 26. 

Ich will nun eine Grundeigenschaft der absoluten Invariante angeben. 
welche sich auf alle absoluten Invarianten ausdehnen läfst, und für die Fort- 
führung der allgemeinen Theorie nothwendig wird. 

Bildet man 


dd dST-)  S°/am dS u WE 
= I — = (38T I — 238), 


da,;u da,;, days da,; 








berücksichtigt ferner, dafs 





























dS ds | AS än 
dayrr Br; Sun) da,;: PER 3 I da, ,; w. 3 „ 08,2» 
dAT dT AT 
Bi — Eure da, Fi: da ,. = BR. 
und setzt 
dJ dJ 1) 
da,r; a Sur ’ day. un: da, ,, ER 6J 5; a 
so folgt: 
28° q " 
1) Su = Ts Sta) 


Die Gleichungen 8.15, Theorem 8., deren erste 
ZAd.Sı = RI 

und die Gleichungen $. 23, Theorem 17., deren erste 
Za.l. = 37T 


ist, geben aber, nachdem sie respective mit 7’ und — S multiplieirt und zu 
einander addirt sind: 


Za,(T. sa — Sta) = 0, 
also folgt wegen (1.): 


ZauJıa — 0, 
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und ebenso 


= 4,,; JS. .- 0, 
ZA, Ja =. 
Da die rechten Seiten der übrigen Gleichungen der genannten Theoreme von 
selhst — Null sind, so folgt also für jeden constanten Werth von o und o 
(2.) Za,oJor ia 0, 


wenn z und 4 die veränderlichen Indices sind, daher: 


Tbeorem 20. 
Die Auflösungen der 9 linearen Gleichungen: 


, I > us n' u 
=4,,Pıa = 0, = AP. 0. = au V. 

‘ 5 24: < Sn ai 
(3.) \ ww 4,4 Pı er 0, — d,,; P>x —— 0. = 4, Ps» 0, 


2a, Pıa >= 0, = A,,Pa =, = a,4P31 0. 
in welchen die 9 Verhältnisse der p,,., die Unbekannten sind, lassen sich 
durch 
Pın : Pur: ++: Pia — Ju:dın:...: dio 

darstellen, wo die Gröfsen J,,. die partiellen Ableitungen der absoluten 
Invariante J nach den Gröfsen a,;, bedeuten und zwar multiplieirt mit 
I, 3 oder 6, je nachdem von den Indices x, 4, u alle drei einander gleich, 
nur zwei einander gleich, oder alle von einander verschieden sind. 

Die sämmtlichen J,,, haben wegen (1.) den gemeinschaftlichen Factor 


> 


S° u ' . 
7; man kann daher in Folge der obigen Proportion als Auflösungen des 


Systems (3.) die Ausdrücke 
(4.) Pain 7 T. Sau D- Gau 

betrachten, welche in Bezug auf die Gröfsen «a,,;, von der 9" Ordnung sind. 
und daher bis auf einen numerischen Factor mit den partiellen Deter- 
minanien des Systems (3.),. welche von derselben Ordnung sind, über- 
eınstommen müssen. 

Bildet man die zugehörige Form, welche der absoluten Invariante ent- 
spricht, so hat man 


5) JIKU.%,%) = ZJ,„UuUuu,. 
Da aber auch die Gröfsen p,;. als Coefficienten einer zugehörigen Form be- 
trachtet werden können, so sei 


(6.) ZP,uU,U U, una P,(u,, 4, u;) 
21* 
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veselzt; dann isl 
et 

(T.) J, uU, %,U;) — 75 Pu. U, U;). 
und man kann alle auf .J/; bezüglichen Untersuchungen an die einfachere Form 
P, anknüpfen. Diese ist aber eine der wichtigsten der vorliegenden Theorie 
und ich will sie aus Gründen, die im folgenden Paragraph entwickelt werden. 
die conjugirte zugehörige Form nennen. Bildet man dieselbe für die trans- 
formirte Form f’, so ist leicht ersichtlich, dafs 

(8) PAU,U,,U, = r".P,.(uw,%,%;) 
ist. weil nach (4.) die Bildung von P, aus S, und 7", durch die Gleichung 


(9) P-w,.%,0) = T.S, (u, 1%, 1) — S.T,-(u,, u, u;) 


> / > 


ausoedrückt wird. 


Von der conjugirten zugehürigen Form. 
$. 27. 
Aus den Gleichungen ($. 26 (3.)) 
(1) Za,.Par = % 
welche die Coeflieienten der conjugirten Form PP; liefern, folgt. dafs umge- 
kehrt. wenn man die Coeffieienten p,;, als gegeben ansieht, die Coefficien- 


ten 4,,, genau dieselben Functionen der p,;. sind, wie die 9,,. von a, 


waren. weil die Gleichungen (1.) in Bezug auf beide Systeme symmetrisch 
sind. Hieraus folet: 
Theorem 21. 

Die gegebene Form f(2,,%,,X%;) und die conjugirte P,(u,,u,,u;) 
siehen in der Beziehung zu einander, dafs gegenseitig die eine die con- 
jugirte der andern ost. 

Dieses Theorem zeigt, dafs P, diejenige zugehörige Form der cubi- 
schen Formen ist, welche sich in einer sehr wichtigen Eigenschaft den zu- 
gehörigen Formen der homogenen Functionen zweiten Grades analog verhält. 
Bezeichnet man demnach durch 


P,(, „72, 5) 
die conjugirle zugehörige Form zu 


P-(u,, Un, u;) 


/® 


(2.) P(z; PR 2 K X „Ty,%5). 
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wo K einen constanten Factor bedeutet, welcher von -der SO" Ordnung in 
Bezug auf die Coefficienten «@,,, ist, weil P, in Bezug auf dieselben Gröfsen 


von der Ordnung 9° werden mufs. Der Werih für A ist übrigens 

kK= —32M8, 
wie ich anderweitig zeigen werde. Führt man ferner die Coeffiecienten »,, 
in die Gleichungen des 15° und 19" Theorems ein, so entsteht 


_ r ZA Y \ 
Sb,.,P == bu Ts — S-t 2} 


17/ lzı 


N EN < n Y 5 
sr 1 En bis; Sı,2 +® N) z bi. ! 


"jy4> 


also mit Berücksichtigung der genannten Theoreme 
D v2 3 
Sd.rPısi BER 2(1 — 8 /® 
Bezeichnet man noch durch 
9.) R= T’-—-s’ 
die Constante auf der rechlen Seite, so hat man: 
Theorem 22. 
Die Coejficieriien p,;. der conjugirten Form genügen den [oigen- 
den Gleichungen: 


Sb.iPıi FE 2R, Ebd .3Pa = 0, BY Var) = Ü. 
(4.) = b,,. Pızı = 0. Sb, Par = 2R, Eb3Pan —-{), 
Sb; Pızı Eu 0, Sb;,,;Perr rn 0. &b,ı Pax —— 2R. 


und es ist ın Folge dessen 

RR 7 0 
das Kliminationsresultat der Variabeln z,. 2,. x, aus den quadratischen 
Gleichungen: 


MN dA} - n TE 
(.) a“ 0. rn 0. ee 0. 
Der 2 Theil des Theorems folgt aus der bekannten Darstellung dieses Elimi- 
nalionsresultats, welche Herr Hesse (Bd.28, S.68 dieses Journals) gegeben hat. 


und zwar hat man, da aus (5.) die 9 Gleichungen 





cl A RE 
ir Pr er a il 
df df df 
a — “ Io = } La Fe n 
(6.) T; rn 0 Era 0, a7 0 
df i df df 
at ne nt 
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hervorgehen, deren Coeffcienten mit denen des $.26 (3.) übereinstimmen, 
zunächst 

(T.) 0, 0,70, 0,02... Pn:Prar:---:Pın- 
Da aber die Gleichungen (5.) sich auch wie folgt schreiben lassen: 
a An + 2; ds = 0, 
7 Ay-+ 2: A +7, Ay 0. 
In,Au+, A2t+ 2;,A;, = (0, 
so erhält man nach $.11 (6.) durch Elimination der explicite stehenden 
Variabeln 2,. ©. 7; 

9) 09= Af(2, 20,2%) = &6,,7,.%,% 

und demnach durch Substitution von (7.) in (9.) 


0 = =b,uP 


| 


(8.) 


J 


zku” 
Die Addition der in der Diagonale von (4.) stehenden Gleichungen giebt 
aber die identische Gleichung: 


(10.) 6R Ei Sb,uP 


z,u 2 


also ıst 
B == 0 
las ın Rede stehende Eliminationsresultat. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dals die Werthe (7.). 
welche nach Erfüllung der Gleichung &=0 den Gleichungen (5.) genügen. 
durch (7.) in explieiter Form gegeben sind und zwar durch den Satz, dafs 
ihre Verhältnisse den Verhältnissen der partiellen Ableitungen der ab- 
soluten Invarıanle nach den entsprechenden a,,, gleich sind. 

Schreibl man die Gleichungen in der ersten Verticalreihe von $.26 (3.) 
und der ersten Verlicalreihe von (4.) neben einander und setzt R—0, so 
enistehen die Gleichungen: 


= Pre Az —— 0, =Pir Dias u 0, 
(11.) Pina 0, Pi dan 0, 
= Pıxı 4,4 = 0, = Pın b;,; Rn 0. 


aus welchen nach Elimination der 6 Gröfsen p,,; wieder die Bedingungsglei- 
chung & = 0 hervorgehen mufs. Es stimmt diese Darstellungsweise mit der 
zweiten von Herrn Hesse gegebenen, welche darin besteht, dafs man aus 


d ! } Jf 
ii 0 VÖ, LS 0: dat, —(, Zi —(, u —0 


il ur ” A dx, La 
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die 6 Produkte &,x, zu eliminiren hat, offenbar überein. Bemerkt man nun. 
dafs die Determinante der Gleichungen (11.) in Bezug auf die Grölsen «,, 
von der 12' Ordnung ist, also keinen überflüssigen Factor enthalten kann. 
weil R von der 12" Ordnung ist, und der etwaige Zahlenfactor, wie sich an 
jedem speciellen Beispiele sogleich zeigen läfst, — 1 ist, so folgt schliefslich: 


Ay, Ans Az, Az, As Aım 
4,7, Aaa, Arzz3, Ay, Az, An 


Azı7, Azay Azzzg Azızy Azız, Ay 
(12) R= = Fr+r41494303025 Ba: 
dus bi» bia> Dina, bus bin 


bau; ba; b333, Dan, bb.» by 
bzu; ban, by3; , by, by13 » b;.» 


- 








Diese Formel ist zwar zur wirklichen Auswerthung weniger brauchbar. sie 
dient aber als bequemes Hülfsmittel zur Führung von Beweisen. 


Aus der Invariante #2 entspringt eine zugehörige Form dritter Ord- 
nung, deren Coefficienten die partiellen Ableitungen von R nach den Gröfsen 
4,,, Sind. Man bezeichne diese Form durch 


(13.) R,(u, U; U;) ST u u,u, U, 5) 
indem man 


(14) =} 


setzt; dann findet man durch Differentiation von 


dR dk 


dR nn 
da, j es 


da,.x 


— 





n) Ira 








day. 


R= T’—- Ss: 
Tau _. T. u Ss 
15) IR =TT—8S, 


Da nun 
Aylın = 2T, = AS = 28 


ist, so erhält man 
Zara = T3auta — NS’ Eu = 2(T’ — SS’) = 2R, 
und wenn man mit den übrigen analogen Gleichungen ebenso verfährt, das 
folgende System: 
Zara =2R, Zara 0, = aa. 
(16.) Zara 0, Z4,Ta=?RR, Za,,r.=0. 
Zara 0, Z af 0, Za,uf = RR. 
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Ferner. da 


< BR 2 7 n ee N 
bat AT 2x $) PS TIEREN we: 21 
ıst 
=Ddalfıı = 2 TS?’ — 8° T),=0. 
also 
Ib, Fl a 0. =. Pr Zn VÖ, bu N3,2 SS V. 
(17) Eh, rıa 0. Sb, a0, FIbauramd. 
| E,; Pau) —- u) =b,,; No, en 0, TR En 0. 


Zıl 


Das System (17.) zeigt, dafs die v,,, den Bedingungen genügen. welche die 

Coeffieienten der zur Covariante Z/f conjugirten Form erfüllen müssen und 

oiebt daher den Satz, dafs die conjugirte Form der Covariante If bis auf 

einen econstanlen Factor die zugehörige Form A; ist, oder dafs man hat 
(18.) P yxw,%,u) = U.h,(u,%,,W%;), 


wo € ein Factor der 16° Ordnung in Bezug auf die Grölsen «,,,. ist. 


ei 

Dals die Coeffieienten von P,; sich durch die Coefficienten von Ät,, 
welche von der 11"”" Ordnung sind, und durch einen gemeinschaftlichen Factor 
ausdrücken lassen, hat in einer andern Form bereits Herr FFesse in seiner 
Abhandlung im 28°" Bande dieses Journals bewiesen, denn bezeichnet man 
nach derselben durch 4,;, Wie Unbekannten eines Systems von Gleichungen. 
welches aus (17.) hervorgeht, wenn man statt der r,,, die q,,. substituirt, 
so kann man die g,;,„ als die partiellen Determinanten des Systems (17.) 
und daher als die aus den 5, gebildeten p,;. definiren. Herr Hesse hat 
auch bereits den Beweis geführt, dafs Ü ein vollständiges Quadrat ist: wir 
werden später € selbst darstellen. 

Verlangt man endlich, dafs 

(19.) (aa, +b5b,)(Apı. +Br,,,) =$Ü(, 
indem man «@ und d als gegebene, A und B als gesuchte Constanten be- 
trachtet, so ergiebt sich durch Auflösung der Parenthesen in (19.) mit Rück- 
sicht auf $.26 (3.). $. 27 (4.) (16.) (17.) 
2R(Ab--Ba) = 0 
oder 
4b--Ba = 0 

als Bedingung. unter welcher sämmtliche 9 mit (19.) analoge Gleichungen be- 
friedigt werden können. Man kann daher setzen 


. ıE_- dl. Bw = —b, 
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und es ist dann 

(aa, +bb,.)(ap,„— br...) = 0 
für alle Werthe 1, 2, 3. welche die bei der Summation constanten Indices 
0, 6 annehmen können. Es folgt daher, dafs die conjugirte zugehörige 

'‘orm der zusammengesetzten homogenen Function af-+bAf bis auf einen 
constanten Factor durch aP;—bR, dargestellt werden kann. 
Bemerkt man nun noch, dafs die Operation d die Gleichung 
of = 4Af 

siebt, ferner, dafs 

OP; d(T.S,—S.T,) ($. 26 (9.)) 
OT.S,;+ T.98,—08.T,—S.ÖJT, 


\ 


| 


” I$S—4T, 08S,-—3T; ($.18 (4.)) 
IT—= 68°, OT,—= 58.8, ($.23 (14.) (15.)) 
ist, so folgt 
(19%) IP, = N.S,—-T.T, = —R,. 
Man kann daher Of statt /f und —JP; statt R, setzen und erhält dann 


Theorem 23. 
Die conjugirie zugehörige Form der zusammengesetzten Function 
af+-böf — af+baf 
ist von der Form: 
(20.) Prsss = L(aP;+böP,) = L(aP;,— bR,). 
wo L einen von den Variabeln unabhängigen Factor vorstellt. 

Da die Form P,;;,5, in Bezug auf @ und d von der 9ten Ordnung ist, 
so mufs L in Bezug auf diese Gröfsen von der Sten werden. Der vor- 
stehende Satz ist dadurch merkwürdig, dafs sich 8 Ordnungen in einem Factor 
abtrennen lassen. 

Diese Eigenschaft führt in der That zu einem zweiten für die con- 
jugirten Formen höchst wichtigen Theorem. 

Man beachte, dafs A, bis auf einen Factor die conjugirte Form zu 
If ist, wie ich unter (18.) bewiesen habe; hieraus folgt, dafs 


(21.) R.y+0.17 u L,(«eP,— PR,) 
ist, wenn ZL, einen andern Factor bezeichnet, und wie im $. 13 


Aaf+bAf) = af+PBAf 
gesetzt wird. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 22 
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Es ist ferner 
= Pr Bau — ST, u Ya 
weil beide Summen =6R sind, daher auch, wenn man dieselbe Gleichung 
für die zusammengesetzte Function @af--54f bildet, wegen (20.) und (21.): 


LZ(ap,,„— dr,.,.)(0a,.+ Pba.) = L(epau— Pr.i.)(a:a,;, +5. 
oder, wenn man die Parenthesen wie bei (19.) auflöst: 


L (aß — be) eu L, (ba — ap) 


oder 


(22) L= —L,., 
d. h. die beiden Factoren von (20.) und (21.) sind einander gleich und ent- 
gegenselzt. 

Wenn man zuerst die Operation d auf eine Function z. B. P, anwenden, 
und dann die erhaltene Form für die zusammengesetzte Function bilden soll, 
so ist es nöthig, dieses in der Bezeichnungsweise hervortreten zu lassen, 
weil OP, +.,. 17 die Umkehrung der Reihenfolge beider Prozesse bedeuten würde, 
und ein anderes Resultat zur Folge hätte. Ich will daher (OP) aprsar für die 
erste Reihenfolge schreiben. Mit Rücksicht hierauf und wegen (19.*) und (22.) 
eeht (21.) über in 

(23) (P)ruıryr = L(eP,;+ PoIP;). 
Die einander analogen Darstellungsweisen von P,,,;,.,, und (OP), +.,.1r führen 
nun zu dem folgenden auf (22.) beruhenden Theorem. 
Theorem 24. 

Wenn mun aus den beiden zu f und Af conjugirten Formen in 

Verbindung mit f und 4f—=0df die Determinante 


(24.) — P,)f—foP, 


f> IP;| 

f 5 If | 
bildet, so erhält man eine Function von beiden Systemen won Variabeln 
(eine Zwischenform), welche durch die Substitution 


a.4,,--b.b,;,, für a,,, 


hu | 


immer sich selbst reproduceirt, multiplicirt mit dem Factor L(ßa — ab). 
Bildet man nämlich 


Prap (OP )aprsar 
af+bAf, A(af-+-bAf) 


welches der Werth der Function (24.) nach der Substitution ist, so kann 
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man wegen (20.) und (23.) dafür selzen 
aP,- bIP,, « j -B0P,| 
jaf +bIf, ef -+Ppsf 
und diese Determinante geht in das Produkt 
P,oP, 
for 


a,b 


a, P 


dv e 











über, w. z. b. w. 


Ueber die Grundformen der zusammengesetzten Function af+b4Af. 


$. 28. 

Die weitere Entwicklung der vorstehenden Formen hängt von der 
Theorie der Grundformen für die zusammengeselzte Function af--b4/ ab, 
von welcher bereits in meiner Abhandlung im 39sten Bande dieses Journals 
die Grundzüge sich vorfinden. Herr Cayley hat später einen grolsen Theil 
der übrigen Formen (Philosophical Transactions vol. 146, p. 638) veröflent- 
licht. Indessen geben die folgenden Darstellungen auch für diese einen ganz 
neuen Gesichtspunkt, da sie dahin gerichtet sind den Zusammenhang der For- 
men unter einander kennen zu lehren, während die übrigens sehr schätzbare 
Zusammenstellung des Herrn Cayley nur die letzten gänzlich aufgelösten For- 
meln ohne Entwicklungen und Beweise enthält. 


Es sollen durch 
Sa Tas Ba 
die beiden Invarianten und die Discriminante bezeichnet werden, und ich be- 
ginne mit der Berechnung von R,,. Dieselbe läfst sich zwar nachträglich 
noch anders geben, wird aber auf sehr zweckmälsige Weise dadurch ausge- 
führt, dafs man die Darstellung von R durch die Determinante $.27 (12.) 
benutzt. 


Bezeichnet man nämlich wie früher den Werth von S(af-+54f) durch 


Aaf+bf) = af+ BAf, 


so wird 
Ru=2+ (aa, |, +bb, 11 )(aa,,,+bb,,,)(aa,,,‚+bb,,,)(@a,.,+Pb, „‚)(@q,, „+Ab,, ‚Naa,,z+Ppb,, .) 


und nach dem bekannten Fundamentaltheorem der Determinanten: 
22 * 
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a00500 Anz Any Ay Ay, Ass Um 
0a0 050 Ayıız Any Ayzzy Anz Ayız, Asın 
BR, = 00a0o05 | sun any Ass, Ayz, Azız5 Azın |, 
«00200 Dunn Oizas Dıssz Diss Dun» din 
0 «00 P 0 bz11> Dan, D233 , D23» b213, Dan 
00.«00 P bziny Ozaan Dass, Dann Ösizs Ban 
Der erste Factor der rechten Seite zerfällt nach demselben Theorem in fol- 


sende drei Factoren 





a00500| |100000]| j100000 
010000 )0a00520 |010000 
001000,|001000,00a00 
«0000 000100! !000100° 
000010 |0@200P07| |000010 
000001! )000001 |00a00R 

















von denen jeder den Werth «a — ab hat, daher folgt, wenn man 
(1.) G — Pa — ab 
setzt: 
(2) R. = (ßPa—ub)’R —= @°’.R. 

Ich habe die Operation d, wenn sie auf eine Function Y(a,d) der Gröfsen 
a.d,.+b. b,,. in dem Sinne anzuwenden ist, dafs man nach den Gröfsen 
(@.4,.-7d.b,,.) differentiiren und statt der Incremente die entsprechenden 
Coeflicienten (@a,,,+-Pb,;.) der Function 4(af+5Af) substituiren soll, durch 
(dp) bezeichnet, damit sie mit derselben Operation dy, auf die «,,, allein an- 
gewandt, nicht verwechselt werde. 

Es ist wichtig diesen Prozefs auf die einfachste Weise bewerkstelligen 
zu können. Hierzu bemerke man, dafs 

















dy(a,b) DEREE dy(a,b) 

(3.) dla. ayutbebuu) da ° 

dy(a, b) En dy(a,b) 

d(@.Qutb.0) db 
ist, also 
u ALL dead) DEW LCD 
/ — om 

2. d( (a. eu Dean ) (0a,u+ Pbau) — d— 3 4 B— ’ i 


d.h. kürzer geschrieben: 


4) (pp) = ade + BSR 
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Statt also die,Operation (d) in dem definirten Sinne auszufüh- 
ren, hat man nur nach den Gröfsen a und b zu differentüren und statt 
der Incremente respective « und P zu substituiren. 

Man kann diesem Satze eine noch geeignetere Form geben. Wenn 
man nämlich beachtet, dafs 

08 — AT, IT —= 68° 
ist, so folgt 
OR = d(T’—- SS’) = 2T.$IT — 38.8 — 0: 
daher ist auch 
(OR). u 0, 
und weil 
R, = @R, 

R aber von a und b unahhängig ist, 

5.) (de) = 0, 


oder 

dG dG 
@ ist eine binäre biquadratische Form in Bezug auf a und 5, weil Ä,, und 
demnach auch @° von der 12‘ Ordnung ist, daher folgt 


at 0-46, 


also durch Entwicklung aus den beiden letzten Gleichungen: 
6) Ih 1 = -. 
wenn man (1.) berücksichtigt. 

Die vorstehenden Gleichungen, so wie die explicite Darstellung der 
höchst merkwürdigen binären Form @ habe ich schon in meiner Abhandlung 
in Bd.39, S.154 dieses Journals gegeben. Ich werde auch hier gleich 
darauf eingehen, will aber zuvor eine wichtige Anwendung der Gleichun- 
gen (6.) zeigen. 

Substituirt man nämlich die Werthe von « und £ aus (6.) in (4.), so 
entsteht: 











„6, 246 
dG dp _ dG dp da?’ * db 
7) (dp) = — $ 
er en 4% db )= dp dp 
da ’ dh 
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man nennt aber bekanntlich den letzten Ausdruck die Functionaldeterminanle 
der beiden binären Formen 4@ und y, daher folgt: 


Theorem 25. 

Wenn man aus einer (conslanten oder veränderlichen) Grund- 
form A der homogenen Function f die Grundform B dadurch erhalten 
kann, dafs man A nuch den Constanten a,,, differentürt und stalt der 
Incremente die entsprechenden Üoefficeenten b,,, von Af substituirt, so 
findet man aus derselben Grundform A., für die zusammengesetzte 
Function af-+b4Af die analoge B,,, wenn man die Functionaldeterminante 
der beiden binären Formen 


IG@ und A, 





hildet, also 
‚6 |d6 
u ! db 
dA,» dAsb 
da ’ db 
Man beachte, dafs zur Darstellung dieses Theorems die bereits $. 13 (9.) 
berechneten Werthe für «und 5 nicht zur Anwendung gekommen sind. 
Aus demselben folgt nun: 


I) Da df= 4f ist: 


(8.) B, = (JA). = 











ı dG l dG| 
(9.) A uf bAf = 4 da ’ 4 db 




















na 
weil 
d(af+bAf) __ f 
da a 
d(af+baf) __ 
BD = 
I) Da 08 —4T ist: 
d6 ,d6 
wi 2 da’ db 
(10.) A dS,, dSa |" 
da’ db 
ID) Da dP,=—AR; ist ($.27 (20.)): 
‚ dG ‚dG 
ı da ’ db 


11. Ru = — 
a de Sue dPapssap APar+15 














da ? db 
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(12.) 


Die Gleichung 
die drei andern Gleichungen ein 


bekannt sind. 





stellen. 


T nn 
af+bAf 7 3 





IV) Da d8,—3T; ist: 
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‚ dG ‚ dG 
1 da ’ t db 
dSaf+b. 1} dS.r+ bAf 
da ? ab 
(9.) reprodueirt nur die Gleichungen (6.), hingegen geben 


sehr einfaches Geselz zur Darstellune von 


Bi, R,;;; hAf> T,; -b.Af> 
wenn 
Q SZ 
N. B P sr; NR bAf 


Es läfst sich aber auch S,, durch eine Functionaldeterminante dar- 
Zu diesem Ende gehe ich zu der Gleichung 


dA4f = 38.f ($.12 (7.)) 


zurück, aus welcher 


| | (0.1) (af+b. 


hervorgeht; andrerseits ist 





a 


‚af bAf) 








($.A)(af-bAf) = +(0 (Z-4f „zZ —f)) wegen (9.). 
mithin folgt durch Identifieirung beider Werthe: 
dG ) 
(13) 38 ,a  — — 40 15) 
dG 
38, —= 10T): 


Durch Ausführung der Operation 
25°" Theorems: 


38, ,a 


38, b 


beide, so ergiebt BR 








Ye ’ „TG 
multiplieirt man die erste Gleichung mit —— 


en der rechten Seite folgt vermöge des 








dGdG dG 2 
6 \ da db? db dadb 

dG ®G dG EST; 

da dadb db du!’ 


ee oa 


die zweite mit — Tr 


adı 








d@?G s d’G .dG ‚UG 
38,,(a Tadb 2er = 16 m dadb da? db‘ ): 
und weil 
d’G d’G dG 
at ’n 
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Ist: 
De ®GN 86 EG 
a le) 2 ar) 





oder 


EG de G 
12 da? ’ 12 dadb 
14. Sı— — 
a d?G @G 
T2 dadb 12 4b? 








Die erste Invariante der zusammengesetzten Function af+b4f ist also 
die Kunctionaldeterminante der binären Korm @ selbst. 


Um die Form @ zu bilden, will ich die Werthe für « und / aus 
$. 13 (9.) benutzen. Diese sind 


je = -4% = 380046Tab’ 438%, 
(15.) 40 
B= 1— = «@—38Sab’ — 22T: 
? da 


hieraus ergiebt sich 


. IG dG 4 x 222 rg 2 
16) @= 1a +67) = «68a —8Tab’ — 38, 





und hieraus in Verbindung mit (14.): 


a — Sb, —28ab 270 | 
— 2Sab—2Tb, —aS-4Tab —3SR! 


N. a En 
(17.) 


\ 


oder 
| S,,—= «S-+4abT + 6«0°S? - 4ab’ST + (AT? — 38°). 





ferner wegen (10.): 





Pu 
| (a —38ab'—2Tb'), (—3Sab —6Tab—38C) | 
(18) (eS-1+3ab T13aS’4WST), (@T+3abS°’-+3ab’ST-+-(4T’—3S°)d ) 
” \oder 


T, — @T+6a5S°4 150 ST 20a T’ + 150? T 
1.68(— 2T?-138°) ab’ + T(—ST? 498°)". 


Wenn man die Zusammensetzung dieser beiden Invarianten nur in den expliciten 
zweiten Formen (17.), (18.) erhalten kann, was z.B. bei der Berechnung der- 
selben durch die Hessesche specielle Form eintritt, so dürfte es schwer sein 
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rückwärts zu dem Gesetze ihrer Bildungsweisen als Determinanten zu se- 
langen*). | 
Ich gehe jetzt zur Entwicklung der zugehörigen Form P,,.,,; über 
Es ist bereits in 8.27 (20.) bewiesen, dafs 
Ps = L/aP;— bR,) 
ist. und nur die Ermittlung von L noch übrig geblieben. Da aber 
bu. = 6R 


=» Hau 


zJu 


ist, so muls 
dG | = 
72 AP in e br l— TG Geis ri I un bu) — 6Ei 


sein. und mit Berücksichtigung der er 
Zp,;.4 ziu RER == 0, ST au 7} Au ng Sp bein u 6R, Zr aubsin = 0. 
wenn man die Parenthesen auflöst: 


iLla — +). en u R „= TR (2.); 





dG dG‘ 
es SQ ; — 1 = ais 
es ıst aber @ = ı(a > b 7); 150 folgt 








und 


(20.) Pırrs 7 A G(aP;,—bR)). 
Die Determinante (11.) liefert hieraus den Werth für #,, und zwar weil 
6) — 0 05.) 











i do dG = . 
. > Du rn; 4 I. 2 dl dG \ 
(21.) R: ıf+bAf 7 . p R = 6 1 db P;-; 4 da R;) 
f> u 5 


Es ist schon in $.27 (23.) bewiesen. dafs dieses Resultat entstehen mulfste. 
wenn (20.) vorausgesetzt wird. 

Die Form R,,:,.r Stimmt mit der conjugirten Form zu J(af--b4Af) 
weoen 8.27 (18.) bis auf einen Factor überein; um denselben zu finden. 





*) In dem mir während des Drucks dieser Abhandlung zu Gesicht gekommenen 
Januarhefte des Liouvilleschen Journals von 1858 finde ich eine Note des Herrn Her- 
mite, nach welcher es diesem scharfsinnigen Geometer gelungen ist, die beiden Deter- 
minantenformen aus den von Herrn Gayley gegebenen expliciten Darstellungen der beiden 
Invarıanten herauszuerkennen 


journal für Mathematik Bd,LV. Heft ? 23 
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hat man nur in (20.) für « und 5 die Substitution 





nY Yon dG 
(2 2.) u == Zu s b , ea 1 z 
auszuführen. wodurch 
2 dG dG \ 
4 Kaf+b.AIf) u — & (4 mr; 7 4 = R,) 


entsteht. wenn man durch ® denjenigen Ausdruck bezeichnet. in welchen @ 
durch diese Substitution übergeht. Die Ausführung derselben erfordert eine 
etwas complicirte Rechnung, welche auf folgende Weise vermieden werden 
kann. Man bestiimme nämlich zuerst den Werth der einfachern Form P 
indem man a=—=0, b=1 setzt, was wegen (16.) 


(23) Pr= 98. R, 
liefert. woraus beiläufig der Factor C aus $.27 (18.). nämlich 
CE — — 98° 
lolgt. Aus (23.) geht aber sofort 
Poprua = — au Raps oa 
hervor. also wegen (21.) 
24) Pay = 8. @.G PATE R,) 


und 
(25.) © = 39,:@. 

Ich komme jetzt zu einem zweiten Prinzip, welches dem im Theorem 25. 
enthaltenen analog ist und sich auf die Bildung der zugehörigen Formen für 
die zusammengeselzle Function bezieht. Wenn irgend eine Invariante durch y 
bezeichnet wird, so handelt es sich darum 





Afab uuu 
aa Te, 


zu bilden, wenn die in g., vorkommenden Ö5,,, in Functionen der «,,, wirk- 
lich ausgedrückt, und mit den übrigen «a,,, vereinigt sind. Hierzu führt nun 
das 24°“ Theorem, welches wegen (19.) und (20.), weil Ja— ab = @ ist, die 


Gleichung: 


Di / 
Faf+6a1f — =: 


P,, OP! 


Par b.Af > (IP)yr; b.Af 
f; I 


af+b4f, 4(af+bAf) 


liefert. Wenn man die symbolische Substitution 





dpa b 





L, 7} T — 


d(aasutbbzu) 
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‚uf diese Gleichung anwendet und bemerkt, dafs dadurch 

af - bAf —= Y-Pab: I(af--bAf‘) _ (Ip)a 
wird. wo y die Ordnung von g in Bezug auf die Gröfsen «,,, ist. Terneı 
dafs wegen (3.) 











. dpab ) . dpas 
f in ‚ of in 7 
übergeht. so entsteht: 
| P,' b.If® (IP Jaf+b.Af| P,; IP, 
sc 3 
(26. ) | N I —— G dpa Apab 
| Y ° Pab B) ( Pab | da 9 Ah 





Die linke Seite dieses Ausdrucks geht aber aus 

P,, IP, 

Y-9 9p 
hervor. wenn man slatt @,,, überall a.a,,„+b.b,,, substituirt, und P,.dy+y.R,.y 
hat die merkwürdige Eigenschaft, die Zusammensetzung der zugehörigen 
Form dritter Ordnung y, durch P, und R, zu liefern, während g eine 
heliebige Invariunte ist, über deren Zusammensetzung keine Voraussetzung 
gemacht wird. Da nämlich y eine Function von S und T sein mufs, so ist 


— P, . Ip +Y: R, 4 


,d 
dp — Eds 2. Tal, 


also wird auch %, eine Function von S; und T,, oder von P, und A. 
Setzt man daher 


gr = A.P,-+B.R, 
und in dieser Gleichung auf beiden Seiten 
Br statt uU,u,U,; 


so entsteht: 
yv.p —= 6BR, B = Er: 


setzt man ferner auf beiden Seiten 





b,, statt w,u,u,. 
so erhält man: 
dp —= 6AR, A = =L. 
mithin: 
2) = ai ed 


23 * 
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oder: 
P.,.:0P, 
7:9 Ip 
Hienach geht die linke Seite von (26.) in 

6R..- Yarıcar — 66. Ro paıoa 


über. und es folgt, wenn man noch @’° forthebt, 


(28.) — 6R.y, 

















| P, y öP; | l d 

N » UG ab ( 

(29.) GR. parıo 27 == Ihe dpa | —= P, ru + R,- — 4 
da ’ db 


Durch Vergleichung der Coefficienten von u,,u, auf beiden Seiten dieser 
Gleichung erhält man hieraüs die gesuchten Differentialquotienten, nämlich: 


depak dpab Apao 














un ee ) et 
d(aa,.+ bb...) db PrauT —gg Treu 
s Apab u dyer , dab . 
wen un d(aay; + bb...) van DB Prxi er - 1 da Ton 
dab „oz dp ab d Gab 
d(aa,..+ bb...) Er dl _. ae Pl 


Diese einfache Ausdrucksweise der Form .y.,77 durch P, und At, zeigt. 
dals es zweckmässiger ist, zunächst diese zur Zusammensetzung zu verwen- 
den, als S, und T/,, da überdies durch die Gleichungen 
81.) P-=TSs,—-S.T, R=T.T,—8.s, 
die Uebertragung sehr leicht is. Der Factor R, welcher auf der iinken 
Seite auftritt, beseitigt sich sehr leicht jedesmal nach der Substitution von (31.). 
wenn die Gleichung 
-=R 

berücksichtigt wird. 

Wendet man das Vorstehende auf S,,,,,,; an, so hat man aus (17.) 





13a5 2 Y 20€ 
TE = 0843097 43008’ + WST, 

ds. 2 >) 2) 2 . 3 
172 = aT-+30S°? +3ab’ST-+(4T’—38°)b 





in die Gleichung: 


zu substituiren, um S,,,,,,, aus P, und a zusammenzuseizen. Durch Sub- 
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stitution von (31.) ergiebt sich: 














\ Ze ‚dab gt Sat Y „dS, wo | 7 d. ab m _ 
AR Syn = (TGE - STE)S+(- STE4+ TE) T,; 
aber 
T dASai Fo sg: 1Deb u 4(T"° ii S°) (a u 3ab’S AT»: 
da db u 2 
ds, b ds. ER 2 13\ 3 ‘ 73 
—»8 7 Er = 4T —L )(3ab — 385°, 


also. wenn R gegen 7” — 8’ fortgelassen wird: 
(32) Syn = (®+3abS-ATV) S,43b(a —b'S)T,. 
Auf ähnliche Weise lieflse sich auch T,,;,.,, aus (29.) entnehmen, man finde! 


aber wegen des 25°" Theorems den Werth der letztern Function schnelle: 
aus (12.), nämlich 


T x} a — 3Nab’ — 2TGb‘, — 38a —6Tab’ — 38h 
FT a +6S)S,+2abT,, (2abS--ATb)S,+ (a —30S)T, 
oder 
33) T RR a —38Sab’—2TW, —3Sab—6Tab' — 3 S 
ie +08, 2abS--ATW % 
a — 3Sab’—2Tb, —3Sab — 6Tab' — 35% |, 
r 2ab, a — 368 & 





Von den höhern Grundformen 
$. 29. 
Ebenso wie vermittelst der beiden Invarianten S und 7 sich alle 
übrigen darstellen lassen, genügen auch zwei Zwischenformen unter Hinzu- 
fügung der evidenten Zwischenform ($.2 (4.)) 


u u = ur, mn uX;. 


um alle übrigen durch sie zusammenzusetzen. In der That kann man durel: 
0, H, u entweder die Variabeln z,, &,, x, oder u,. u, u, ausdrücken 
und in jede 4' Zwischenform substituiren. Im ersten Falle würde eine 
Relation zwischen den 4 Zwischenformen unter Vermittlung von zugehörigen 
Formen und Invarianten, im andern Falle eine derartige Relation unter Ver- 
mittlung von Covarianten und Invarianten entstehen. 

Will man die Relation für Zwischenformen nur von den constanten 
Invarianten anhängen lassen, so müfste man sechs Zwischenformen aufstellen. 
welche in Bezug auf alle 6 Variabeln von einander unabhängig sind. und 
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soll sie endlich nur unter Vermittlung von numerischen Constanten stattfinden. 
so müfsten S Zwischenformen gegeben sein, um auch die beiden Invarianten 
zu eliminiren. Jedenfalls sieht man, dafs hiernach die Anzahl der Zwischen- 
formen sehr grols werden mufs, weil man Verbindungen aus 8 zu Grunde 
relegten als solche bilden und antreffen kann. 


Ich werde eine Theorie der Zwischenformen in einer andern Ab- 
handlung geben, und vermittelst derselben zeigen, wie sich die Grundformen für 
zusammengesetzie Funclionen von der Form 49; (u,, u, u,) + bT',(u,, u,, %;) 
bilden lassen und welchen Gesetzen sie unterworfen sind. Hier will ich nur 
noch hervorheben. dafs sowohl die Anzahl der von einander unabhängigen 
zugehörigen Formen, als die Anzahl der Covarianten dre: betragen muls. 
weil man jedesmal die 3 Variabeln durch drei derartige Functionen ausdrücken 
und in jede 4 substituiren kann. Da nun zwei Covarianten, nämlich f selbst 
und ./f, ferner zwei zugehörige Formen, S; und T',, bereits aufgestellt sind. 
so bliebe noch eine Covariante und eine zugehörige Form zu bilden, um die 
von einander unabhängigen Grundformen vollständig zu kennen. Dieses ge- 
schieht nun mit Hülfe des folgenden Theorems. welches ganz allgemein gilt 
und zur Erfindung von unendlich vielen Covarianten und zugehörigen For- 


men führt, 
Theorem 26. 
I) Wenn man die gegebene homogene Function und ihre erste 


Covarsante allmälig ın folgenden Kormen schreibt: 
\ [= 4,0, +40 42, = >A,r, 
‘ f .ur; SAnr,T; 


(1.) | 
| [ = 2a, 


\ — $&B,r, 
(2.) Af ZB; L,XL; 
Af Sb, T,T,7,: 


TI, L; LI. 


\ 


| 


vo 








Aslas 1 df B — ‚dAdf 


" dr, ’ x: —— 8 dr, 


PER e aD EB; 


. 6 dr,dr;’ 6 Ar,dr; 


‚st, und aus den Coefficienten dieser Functionen ın Bezug auf die ex- 
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plicite stehenden Variabeln simultane Invarianten und Covarianten bildet. 
so erhält man jedesmal eine Covariante für f. 

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus dem Umstande, dafs es einerlei 
ist, ob man die Functionen (1.), (2.) zuerst in Bezug auf die explicite stehen- 
den Variabeln transformirt und dann nachträglich die Substitution in den noch 
veränderlichen Coefficienten ausführt, oder ob man gleich von vorn herein die 
Functionen f und 4f vollständig transformirt. Wenn also im ersten Falle die 
Gleichung | 

w' —— rw 
besteht, so ist sie auch noch im zweiten Falle richtig, nur dafs für jedes 
System von Coeflicienten der Functionen (2.), welches in die Verbindung u 
eingeht, 4 um 2 Potenzen erhöht werden mufs, weil jeder Coellicien! 


B,; B,;; b 
den Factor r’ mit sich führt ($.11 (1.)). 


Der Exponent A bestimmt sich übrigens in allen Fällen durch „= y— —. 


ZU 


wenn y die Ordnung von w in Bezug auf die Gröfsen «,,,, und n in Bezug 
auf die Variabeln ist, denn in der transformirten Form kommen die Substi- 
tutionscoefficienten in der (37 —n)“" Ordnung vor, während »“ von der 34" 
Ordnung in Bezug auf dieselben ist, also muls 3 — 3y—n sein. 

I) Wenn man statt der Functionen f und Af die beiden zuge- 
hörıgen Formen S, und T, in der unter (1.) und (2.) angegebenen 
Weise schreibt, und dann ebenso aus den Coefficienten derselben In- 
varianten und Covarianten bildet, so erhält man jedesmal eine zugehörige 
Form. Ferner: 

II) Wenn man jede zugehörige Form nach den Gröfsen «,,, 
differentürt und statt der Incremente die entsprechenden Produkte u,u,w, 
substituirt, so erhält man eine neue zugehörige Form. 

Ist g eine aus II) oder III) hervorgehende zugehörige Form, so 
sieht man leicht, dafs 

y arg 
wird, wo —=y+7 ist, wenn 7 wieder die Ordnung von y in Bezug auf 
die Gröfsen a,,, und n in Bezug auf die Variabeln bezeichnet. Aus dem 
Werth für A geht nun hervor, dafs jede rationale Covariante oder zugehörige 
Form von der 3»'* Ordnung in Bezug auf die Variabeln sein mufs, wo p 
eine ganze Zahl bezeichnet. Da ferner die Coefficienten jeder zugehörigen 














isa 10 Aronhold, Theorie der homogenen Functionen drılten Grades 


Form der dritten Ordnung den 9 Gleichungen genügen, welche im Vorher- 
sehenden ($.15. Theorem 8. und 8.23, Theorem 16.) für die Coefficienten von 
Ss, und T, entwickelt wurden, nur dafs stati S und 7 andere Grölsen ein- 
weien. und die Lösungen dieser Gleichungen, wie in $.23 gezeigt ist. sich 
immer ın der Form 

4s 
darstellen lassen, so folgt. dals sich jede zugehörige Form der dritten Ord- 
nung durch 5, und 7, ausdrücken läfst und dafs daher die dritte unabhän- 
age zugehörige Form mindestens von der sechsten Ordnung sein mufs 


p Bt,,. 


Ihid 


Yen kann endlich auch jede Covariante dritter Ördnung durch f und Sf dar- 
stellen. wenn man die Theorie der conjugirten Formen dazu benutzt. Ist 
w eine Covariante der dritten Ordnung und P,(%,.%,%,) ihre conjugirte 
Form, so drücke man die letztere als zugehörige Form durch P,und AR; aus 
Es sei ın dieser Weise P,= AP,+BR,, dann ist die conjugirte zu P, 
nach 8.27. Theorem 23. einerseits die Function Af—B4If, andrerseits nach 
$.27. Theorem 21. die Function w selbst, beide Male noch multplicirt mit 
einem constanten Factor. so dals 


vv = C(Aj—BAaf) 
wird. also durch f und 4f dargestellt ist. Es muls daher auch jede dritte 
unabhängige Covariante mindestens von der sechsten Ordnung sein. 

Zur Darstellung solcher Govarıanten benutze ich das 26° Theorem 
ınsotern. als ich für die 5 homogenen Functionen zweiter Ordnung 
(\ZA,A,z,z;, Z24A,B,.ı,c;,, ZBB,z,«;, 
IZA,2.2;, ZB.z,r; 
sımultane Invarianten nach 8.3 (9.) bilde. was im Ganzen. nach Ausschei- 
dung der übereinstimmenden und der verschwindenden. noch 15 Covarianten 
sıebt: von diesen wähle ich die folgende aus den .Coefficienten von f und 


13.) 


Af symmetrisch gebildete: 
(4) vliz,,20,.,%) = Z(4AB”A,B, 


als dritte Fundamentalcovarıante, Man könnte aus dem Systeme 3 auch 
eine der beiden folgenden wählen: 


>(44)“"B,B,;, oder Z(BB)”’A,4,, 


indessen sind diese wegen der Unsymmetrie in Bezug auf die Coefficienten 
von f und Sf, weniger günstig. Da die nähere Entwicklung des Zusammen- 
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hanges der 15 Covarianten in die Theorie der Zwischenformen gehört, so 
übergehe ich hier dieselbe, indem ich nur in Bezug auf die beiden vor- 
stehenden Covarianten hinzufüge, dafs sich durch die Operation Ö sehr leicht 


MR 2(4AA)’”B,B, — f- If. S — 2 
9) EIBB"A4,A = —f.4f.S+2f.T-2y 


ergiebt. Die beiden Covarianten (5.) hat auch Herr Cayley in der eilirten Ab- 
handlung aufgeführt, indessen ist seine dritte aus diesen beiden zusammen- 
sesetzie nicht die im Vorstehenden definirte w. 

Als dritie zugehörige Form eignet sich am besten die unter dem 
Namen der reeiproken Polaren in der Geometrie vorkommende, welche des- 
halb die receproke Form genannt werden soll. Bezeichnet man dieselh 
durch F\u,. %.,%,), so ist bekanntlich 


F = 0 
das Resultat der Elimination der Variabeln &,, &,, x, aus den Gleichungen 
. An Pe PERS 
dr, a dr, . da, 
urn + Ur, —= U. 


Eine von Herrn Hesse im 40°" Bande dieses Journals S. 318 gegebene 
Viethode zur Bestimmung dieses Resultats läfst sich dadurch ausführen, dal: 
man die nach den Variabeln &,, &,, x, geordnete Zwischenform 9, 

0 = Zl(a,a,)"u,ur,r, = Z0,7,%, 
als homogene Function zweiten Grades dieser Variabeln betrachtet und zu 
derselben in diesem Sinne die zugehörige Form bildet, was 

(6.) F(w,%,u) = &(00)*u,u, 
siebt. Diese Form ist in Bezug auf die Variabeln von der 6°”, in Bezug aui 
die Coefficienten von der 4“ Ordnung. 

Ich will nun eine neue Darstellungsweise von #’ geben. 


Es soll auf ähnliche Weise wie in $.16 (9.) durch 


‚dTy(u, , tt, , %,) 
: days: 





L a 
Tu, UT) = Ne NoNı 


die Function bezeichnet werden, welche entsteht, wenn man 7, nach den 
Gröfsen a,,, differentiirt und statt der Incremente die Potenzen und Produkte 
‚ substituirt, und für den Augenblick diese Operation durch d angedeutet 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 2. 24 | 


/ 0 7 o 7 
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werden. dann ist 
() dAT,;,= dZ(a,a,)*s „u,u;u, 


ee =(a, use u, U,Uu, - = (a,d, ds. U; U): 


N ou 
aber (a, Br == (q,, 7m)” n,, also mit Anwendung des Verlauschungssatzes: 
(«.) (a, da,)*s 8 uU, U U, — Z(a,, nn)” 'S ul, uu,n,=Z(uu, 7m)", N: 
Ferner. weil 
(9, 02,05) = Su v,v,vo. = Zllaa)a,)" v,v,e, 

ıst, 
dS,(v1, 02,0) = ds „v,v,vo, —= 32((aa)" da,)"v,v, ev, (8.14 (6.)) 
und 

((aa)“ da,) = ((aa)“ nn) rn, 
also 

3 ds „d, vv, = 32 ((aa)" 7m) vUU N» 
und wenn man auf beiden Seiten die symbolische Substitution 

v,v,0, —= (a,a,)" u,uu, 
ausführt: 
(?.) = (4,4, " ds uU, U, U, — I. ((e a)" 797)" (a,a,)* uu un, 


\ 


3 ((aa)“ nn)” O,u,n. ©.) 
— 33(0, m)” (a,a,)"u,n.: 

Substituirt man («.) und (P.) in (7.), so ergiebt sich 

(8.) T (u, ur, U;; n13 Ma, 73) 

22 (uw, 79)” s,,,u,n, + 38(9, 7m)%° (a,a,' u,n,. 
Seizt man nun die Variabeln „, —w,, so wird (uw, 77)” — (uu, uu)* — 0 
und (8.) e über 
(9.) T (u, %, 45%, %,U,) —= 38(0, un) I, = 3200) u,u 


was wegen (5.) das folgende Theorem giebt: 


Theorem 27. 

Wenn man die zweile Invariante T nach den Gröfsen a,,, zwei- 
mal differentürt, und statt der Incremente jedesmal die entsprechenden 
Potenzen und Produkte u,u,u, substituirt, so entsteht die dreifache re- 
eiproke Form, nämlich 


s nn PT 
F(u,%,%) = Z(00)"u,u — 4212 U,UU, U U U,. 





dayıu Aagc: 
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Differentiirtt man die Form (9.) nochmals und setzt wiederum statt der 


Incremente die Potenzen und Produkte w,u,,, so erhält man mit Rücksicht 


auf (?.). weil jetzt nur noch die Ausdrücke (a,a,)'‘., (a,a,)” 


differentiirt 
werden müssen. nur Glieder von der Form (uw, uw)“. (un, uu)”.,. welche 
verschwinden, daher folgt: 


ee d’T 
er uUuuuuuan,u, u — UV. 
da,;.daygı düpg ( | 





Man kann diesen Satz. so wie den analogen aus $. 16 (9.) hervor- 
sehenden dazu benutzen. um die beiden Invarianten der Form 
[(,0,0%)- Aus + Wa,-4+ u,r,) 
in reducirter Weise darzustellen. Bezeichnet man dieselben durch 09, und 
T,, so wird 


Ss, = Sins T= T4MTıLET 


weil für NÖ, die Differentiale vom zweiten ab. für 1, vom dritten ab ver- 
schwinden, daher 
(10) 8, = 8+3hS,; T, = T+AT,- 3WF,. 

Zur Darstellung der zugehörigen Formen dritter Ordnung habe ich in 

$.28 die Gleichung 
bRy; — P,..dy-+ yR;,.y 

gegeben; eine ganz analoge Beziehung gilt für die Zusammenselzung der zu- 
sehörigen Formen 6 Ordnung, welche aus der zwermaligen Differentialion 
einer Invariante entspringen. und ich will hiervon nur der Vollständigkeit hal- 
ber noch die Zerlegung von F\,y,..,77 in Fi, P,, R, oder F\, S,, T, angeben. 
Es ist nämlich 


dl) 6RFayasar > 


-6ST)P;- BE neuen A 


d’ To 
db? 


oder wenn man P,; und AR, durch 8, und T', ersetzt: 

(12) SF ayru.y = 3e.F-+ (2a — 4T6°) 68; + 6(a+ 86°) S,T,+ bab’T',. 
Herr Cayley hat in der citirten Abhandlung die Form (12.) gegeben: die 
Form (11.) enthält aber das Bildungsgeseiz. 


$. 30. 
Zum Schlusse dieser Untersuchungen, aus welchen die ganz besondere 


Wichtigkeit der conjugirten Formen genugsam erhellet, will ich noch eine 
24 * 


d’ T ab 


;T) 
TE ET)R; 


HR’... (3% 
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merkwürdige Beziehung dieser Formen zu den ursprünglich gegebenen Functio- 
nen entwickeln, die eine Art Reciprocitätsgesetz zwischen der ersten Co- 
variante und der ersten zugehörigen Form bildet. 

Theorem 28. 

Die erste zugehörige Form und erste Covariante der conjugirten 
Form P,(u,.u,,u,) sind beziehungsweise, bis auf einen constanten Factor, 
mat der ersten Covariante und ersten zugehörigen Form der ursprüng- 
lichen Function f(x,, x, x,) übereinstimmend. 

Zum Beweise bemerke man zunächst, dafs der eine Theil des Satzes 
den andern mit herbeiführt, weil die Grundeigenschaft der conjugirten Formen 
darin besteht, dafs sie sich gegenseitig reproduciren. 

Ferner vereinfacht sich der Beweis, wenn man von dem constanten 
Factor absieht, weil man dann die Uebereinstimmung der beiden in Rede 
stehenden Formen dadurch nachweisen kann, dafs man sie als Eliminations- 
resultate derselben Gleichungen darstellt. Um die erste zugehörige Form als 
Eliminationsresultat darzustellen, d.h. um ein System von Gleichungen zu 
finden, aus welchen sich 

SU, U, ,) = 0 
als Endresultat ergiebt, beachte man die Grundgleichungen für 8,, $. 16 
Theorem 9: 
(1) Z(laa)*a,)"u,uu,=14S,, Z((aa)*a,)"u,uu,—=0. 
wo 7, r, constante von einander verschiedene Indices bezeichnen. 
Aus denselben folgt zunächst 


(2) ZI(aa)*a,)"u,uu ur, = 424294 2,U;)S,, 
wenn man über 7 und 7, summirt, da sich die Gleichungen (1.) wieder er- 
seben. wenn man die Coefficienten gleicher Potenzen von X&,, 2%), 7, ein- 
ander gleich setzt. 

Bezeichnet man jedoch wie im $.8. 
Z=(a,a,)"u,u, durch ©,,, 


ferner wie früher 
Za,.7, durch A,, 


so geht (2.) in 

3) Z0A,uu = 4r,u 4 2%- 2,u;)S, 
über, oder in 

(4)  Z(uu, A)’ 0, = Inu + nF 2,0) S;,. 
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Es sei ®,,. ©,. v, ein zweites System von Variabeln, welches in Verbindune 
mit 7. 2), 7,, die bis dahin ganz beliebig waren, den Gleichungen 
5.) 24, = uu-ue, 
senügt, so wird die linke Seite von (4.) identisch —=0, weil (ww, wv-! vu)“ — U 
ist. daher folgt, dafs die 6 Gleichungen, welche aus (5.) entstehen. wenn 
man alle Werthe 1, 2, 3 für z, 4 setzt, als Eliminationsresultat der Variahelr 
2, 25. 035 9, ©, ©, die Gleichung 
u, 0 
liefern. 
Die Gleichungen (5.) sind ausführlich geschrieben die lolgenden 


(AıTı + AnT} + 4,13%;) = U,v, 

(da, + U, %, + 43%) = UV, 

» | — “ 

(6.) (AT, 4 Ay; 7 A335 2%) = u, 
2 (5%, 1 Ua; 75 - A375) = UV, Uu,v, 


| 


> 


2: (ds Fı + ZUR + 43%) U,0, 4 U, 


| au : . 
\2 (427, - VIE 4,52%) = Um -+Wrv, 





und 8, ist demnach bis auf einen Zahlenfactor einer Determinante gleich. 


nämlich: 
( y 
Aıı An Ay 2dy 2a 2m 


Aın An bz 2 2 Pla 
Ad Ay Ay; 22; 2a 2a 
urn 0 od u 
0 0 u 0 u, 
00 u % uw 0 

Nun kann man aber die Gleichung (6.) mit Hülfe der Coetlieienten 
von P, auflösen. Da nämlich 

= Pır Au= 0, = Pau Au=d0, Pu A„.= 0 

ist, so erhält man, wenn man die Gleichungen (6.) mit den entsprechenden 
P:,, multiplieirt 








= v (Pr Pr P,n%;) 
4 V, (Pın u, 192 uU; 49,3 u;) 
+9 (PU + Pa U: +- 9,345) 
oder wenn der Kürze halber 


P,. m. Pıxı un 4+- Pax U; 4 Par U; 
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ist. und man -==1. 2 oder 3 setzt: 
0= vPı+v%P.+vP;; 
=», P.: + d% P.»- v,P., 
0 = „P,+%P% 4 u; P;. 
Kliminirt man hieraus #,. v,.. ®,. so ergiebt sich wegen $.11 (6.): 
JE! 
Da aber /P, und SS, von der drilten Ordnung in Bezug auf die Variabeln 
sind. so können sie sich nur noch durch einen constanten Faclor von einan- 
der unterscheiden. 
Beiläufig bemerke ich noch. dafs nach Bestimmung dieses Factors 
ich ergiebt: 
IP, — —2RRS,. 
IS, = 4R’Af. 


ich habe bereits in meiner Abhandlung im 39°" Bande dieses Journals dar- 


(9.) 


auf aufmerksam gemacht. dafs eine der zugehörigen Formen die Eigenschaft 
hat eine Function mit rafzonalen Coefficienten zu liefern, deren erste Covariante 
(Funetionaldeterminante) sie ist. aus dem Vorhergehenden (9.) sieht man, dafs 
— 2R’S, diese Funelion ist. und dafs P, ihre primitive Form wird. 

Für geometrische Anwendungen ist durch das 28” Theorem eine Re- 
ıprociläl zwischen Punkt- und Liniengebilden dritter Ordnung erwiesen. 
welche denen der Kegelschnitte analog ist. weil man in ein und demselben 
System direet von Gurven dritter Ordnung zu Gurven dritter Klasse über- 
sehen kann. während die bekannte Verallgemeinerung dieser Theorie einen 
l'ebergang von Unrven der dritten Ordnung zu Curven der sechsten Klasse 
erfordert. 

Ich bemerke zum Schlufs. dafs die zweite zugehörige Form T', einem 
analogen, für den Charakter derselben fundamentalen Theorem genügt. welches 
sich wie folgt aussprechen läfst: 


Theorem 29. 
Die homogene Kunction der Vuriabeln x,, &,. 2,. deren conjugirte 
Horm die zweite zugehörige T, ist, stimmt mit der zweiten zugehörigen 
Form der zu f conjugirten P; bis auf einen constanten Factor überein. 
Mit Hülfe einiger die Zwischenformen betreffenden Entwicklungen ge- 
ıangt man von den beiden letzien Theoremen zu einer wesentlich andern 
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Darstellung der Grundformen im System der 


Herr Cayley in der citirten 


Theorie der homogenen Functionen dritten Grades. 


zugehörigen Formen, 


Abhandlung gegeben hat. Es gestaltet 


der That das ganze System, welchem die zusammengesetzte Function 


wo W 











die oben definirte dritte Covariante bedeutet. 


als 


sich 
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sie 


ın 


aP;—bR;, = R((aT —bS°)S;,— (aS—IT)T,) 
zu Grunde gelegt ist, in folgender ebenso einfachen wie gesetzmäfsigen Weise: 
1.) „RR TA 4R’G, 
11.) ER; 
111.) FREUE VER — 64R°’8S},, 
IV.) IaP;,—-bR) = —2RS, ;0.1F: 
V.) Sp,-bR; — 4’ 4(af-+bAf). 
v1.) an, in af). 
v1.) P.r,-on, —= —32R'S,,(af-bAf). 
vIn.) Bann, = —6R8, (1-4 A), 
IX.) anp-ung > u 
AR’\af-bAf).Ilaf+bAF)S,,+ Ilaf+bAf). ANaf-bAf) — HS. w,, 
2. 3@.w,; PybR, = 
SR. wi . NS fıo. vr 28,5: N ufıb. If* T,, Hr — 38 au: Karssark- 


Die Ableitung des 29" Theorems, so wie die Entwicklung der vor- 


stehenden Formen werde ich sehr bald diesen Untersuehuneen folsen lassen. 


Berlin. im December 


1857. 
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11. 


Note sur la composition du nombre 47 par rapport 


aux vingt-troisiemes racınes de Vunite. 
(Par M. Cayley.) 





NM. Kummer a trouve (Journal de M. Liouville t. XIl, p. 208) que le 
nombre 47 peut eire deeompose en onze facteurs qui se deduisent du sui- 
vant a +e" -- a a" ee, a designant une racine 23” de l’unite, et 
on sait par la theorie generale qu’il doit. y avoir une puissance 47” qui se 
decompose en vingt-deux facteurs. Le nombre 47° peut se decomposer en 
deux facteurs formes avec les demi-periodes des racines; il &tait done na- 
turel d’essayer si le facteur («+ a" + a + a"- ae") pourrait se decom- 
poser de meme en deux facteurs, ce qui donnerait la decomposition de 47 
en vingi-deux facleurs. Mais on demontre tres-facilement que ceite decom- 
position n'est pas possible. En eflet en posant @==1 (% etant un nombr« 
premier) et en faisant 


4- Ba a Ka R zu (4- ba -ı ... ka’')(a + ba! - ... ka). 
on aura = «6 :...A. Le nombre qui forme le premier membre 
peut se reduire au moyen de l’equation 1+@-+-..-a'—0 a la forme 
Ba- Ce... RK’ et l’on aura 


Ba + u ... - K'’at 
nn \ wu m m u er ee 2 N/A JS PRuaIE 
aba ka')(a-- bei”! + ka) — (+0 t..Ak)14a4 0") 
equation qui subsiste lorsqu’on y fait @=1, ce qui donne 
B-UÜ-— +... RK’ = (a+b+..K’—ıa@+b+...K’): 
or. Ja fonetion qui forme le second En prise avec le signe negalil peui 
se mettre sous la forme (a—b)’— wer" (b— ec) + etc. donc la decom- 
position n’existe pas A moins que B FE --ÄK’ ne soit negalif, Mais, en 


reduisant seulement au moyen de "’equation e”—1=0, on trouve la suivante 
‚I „Bl „SL „251 Ce 7, © Ka 
(a ae a” aa) = 
6-7ae Te: — da’ +6a* + 9a’ +6” - 


-- 160° + 15° + 9a" + 180 +90 | 
- nn, - Pi | PrP LOB PrN LARRNL AR 14 BIC 

+ To” Ta 3a” + 6a + 9a 4 6'160” + 150” + 9 1180 190 

laquelle, en vertu de 1«@-+:--a” =0, se reduit a 

a — a? — 3a? 430° + 100” + 90° +3’ 4120 u 


| 


a? — 3a” +30 4100" 90° 43 + 120 + 3a 


ou la somme des coefficients est positive; done la decomposilion ne peut pas 
s’effectuer. On pourrait sans beaucoup de peine essayer de la möme maniere 
les nombres f=?2 ou f=3, mais je ne sais pas si l’on a une idee quel- 
conque de la grandeur du nombre f. 

Londres. le 10 Mai 1857. 


m 
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12. 


Ueber eme zahlentheoretische Kunktion. 


(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 


I. den „Monatsberichten der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
aus dem Jahre 1850” findet man S.36 einen Aufsatz von Kisenstein über 
eine zahlentheoretische Funktion, auf welche er bei seinen Untersuchungen 
über die höheren Reeiprocitätsgeselze geführt wurde, worüber in einer an- 
deren Arbeit Kisenstein’s (dieses Journal Bd. 39 S. 356) weitere Erörterungen 
vorkommen. In dem erwähnten Aufsatze giebt Kisenstein den Werth der 
Funktion an. und zeigt. dafs dieser Werth der einzige ist, der den Bedin- 
gungen entspricht. welchen die Funktion genügen soll. Die Analyse aber. die 
zu diesem Werthe geführt hat. und die der Verfasser als eine schwierige be- 
zeichnet. hat er nicht mitgetheilt. Weiter bemerkt er, dafs ihn die Betrach- 
tung dieser Funktion auf eine merkwürdige Zahlenreihe geführt habe. Er 
siebt eine Anzahl von Sätzen. die eben so viel Eigenschaften dieser Reihe 
ausdrücken: der Beweis derselben. sagt er am Schlusse, sei in derselben 
Analvse mit enthalten. welche zur Bestimmung der erwähnten Funktion ge- 
führt hätte. 

Dieser Aufsatz wurde der Akademie den 18. Februar mitgetheilt. 
Schon etwas früher. in einem vom 14. Januar datirten Briefe. theilte mir 
Kisenstein die Auffindung dieser Reihe und die so eben erwähnten Eigen- 
schaften mit. ohne jedoch der zahlentheoretischen Funktion zu gedenken. und 
schrieb mir noch Folgendes dabei. „Meine Beweise dieser Sätze sind ziem- 
lich complieirt. vielleicht finden Sie einfachere, es wäre mir lieb solche zu 
besitzen. die sich unmittelbar aus der gegebenen Bildungsweise auf elementare 
Weise ergeben.” Ich war damals verhindert. diesem Gegenstande meine 
Aufmerksamkeit zu widmen. Gegenwärlig aber hoffe ich, leider zu spät. 
dem Wunsche meines unvergelslichen Freundes vollständig zu entsprechen. 
indem ich die Eigenschaften der Reihe. wie der damit eng verbundenen 


Funktion aus den elementarsten Betrachtungen ableiten werde. 
Journal fir Mathematik Bd. LV. Heft 2 2» 
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8. 
Es seien zwei positive Zahlen »» und rn gegeben. man addire sie und 
seize die Summe ın--n zwischen dieselben, so erhält man die Folge 


(1) m, m-n,n. 


Man addire in dieser Folge wieder je zwei aufeinanderfolgende Zahlen. und 
setze ihre Summe zwischen dieselben, so erhält man die Folge 

(2.) m, Am--n, m{+n, m-?n, n. 
behandelt man diese Folge weiter auf dieselbe Weise, so erhält man 
(3.) nm, 3m--n, Am-+n, Im-2n, mn, 2m-+ In, m-+2n, m-4+3In, n 
und man sieht, dafs sich das Verfahren ins Unendliche fortsetzen läfst 

Die Folge (1.) nenne ich die erste Reihe, die Folge (2.) die zıwerfe 
Reihe u.s. w. Alle diese ins Unbestimmte fortgesetzten Reihen sollen die 
Entwickelung (m,n) heifsen und m das erste, n das zweile Argument 
dieser Reihen. Wo es die Dentlichkeit fordert, werde ich die p" Reihe auch 
als die p" Eintwickelungsreihe (m, n) bezeichnen, und die Folge m, n die 
nullie Entwickelungsreihe nennen. Jede in einer Reihe enthaltene Zahl heifse 
ein @lied dieser Reihe, eine Anzahl unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder 
eine @ruppe. Jede Zahl, welche die Summe der sie einschliefsenden Zahlen 
ist, nenne ich ein Summenglied, jede andere Zahl ein Stammglied; ein und 
dieselbe Zahl kann also an gewissen Stellen ein Summenglied und an anderen 
ein Stammglied sein. 

Aus der Bildung der Reihen ergeben sich nun unmittelbar folgende 
Eivenschaften derselben. 

Die Zahl »r kommt nur und immer nur am Anfange, die Zahl » nur 
und immer nur am Ende jeder Reihe vor, die Zahl m-+n nur und immer 
nur in der Mitte, weswegen sie auch das Mittelglied heilsen soll. Die 
Reihe der Glieder von dem ersten an bis zu dem Mittelgliede. dieses ein- 
seschlossen, soll die erste Hälfte der Reihe heilsen, die Reihe der Glieder 
von dem Mittelgliede an, dieses eingeschlossen, bis zum Ende der Reihe, 
heifse die zweite Hälfte. In den Reihen, welche auf die erste folgen, sind 
die zwischen dem Anfangsgliede »» und dem Mittelgliede enthaltenen Glieder 
ebenso aus diesen gebildet, wie die zwischen dem Mittelgliede und dem End- 
gliede n liegenden Glieder aus diesen. Zwei gleichweit von dem Mittelgliede 
entfernte Glieder müssen also in einander übergehen, wenn man m und n 
vertauscht (da das Mittelglied durch diese Vertauschung nicht geändert wird). 
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isi das eine dieser Glieder km + In, so muls das andere im -- An sein; zwei 
solche Glieder nenne ich syınmetrische. Die Coefficienten des ersten und 
zweiten Arguments in irgend einem Gliede sollen bezüglich der erste und 
werte Coeflicient dieses Gliedes heifsen. 

Zwischen je zwei Stammgliedern steht ein Summenglied,. zwischen je 
zwe: Summengliedern ein Stammglied. Die Stammgkeder nehmen die un- 
geraden Stellen in der Reihe ein, die Summenglieder die geraden; die 
Zahlen in den geraden Stellen sind daher gröfser als die unmittelbar folgen- 
den und vorhergehenden. Daraus folgt, dafs in jeder Reihe, von den zwei 
Stammgliedern, welche ein Summenglied bilden, abwechselnd das vorher- 
gehende oder das folgende das kleinere ist. Beginnt z. B. irgend eine Reihe 
mit den Gliedern 

mM, S, Myn Ss Mon Say - 
so beginnt die folgende mit 
m, m-+S, Ss, Mm +S, m. Mu S,, 5}. 
und man hat m<s:; s>m; m <S,. 

Es ist also allgemein ein Glied in der Stelle 4X-+3. gröfser als die 

Glieder in der Stelle 4%--1 und 4-5. 


2. 

ist die Anzahl der Glieder in irgend einer Reihe =k, so ist die 
Anzahl der Glieder der folgenden Reihe 2(%k—1)-+1. Nun ist die Anzahl 
der Glieder der ersten Reihe = 2-1. also allgemein die Anzahl der Glie- 
der in der p'”" Reihe = 2?-1. 

Stellt man sich die einzelnen Glieder einer Reihe zusammen addırt 
vor. und nennt dies die Summe der Reihe, so ist leicht zu sehen, dafs die 
Summe einer folgenden Reihe gefunden wird, wenn man das drefache der 
Summe der unmittelbar vorhergehenden nimmt und die Summe der Argumente 
n--n abzieht. Denn in der folgenden Reihe kommen nicht blofs die Glieder 
der vorhergehenden wieder unmittelbar vor, sondern jedes derselben wird 
noch aufserdem doppelt wiederholt. indem es zum vorhergehenden und fol- 
senden addirt wird; mit Ausnahme des ersten Gliedes, welches nur zum 
folgenden. und des letzten, welches nur zum vorhergehenden addirt wird. 
Bezeichnet also S,(m,n) die Summe der p“" Reihe mit den Argumenten 
ın, an, so findet sich 


3’ +1 
2 





NS, (m,n) = (m—-.n). 














196 12. Stern, uber eine zahlentheoretische Funktion. 


Im Folgenden sollen die Argumente immer ganze Zahlen sein. doch 
darf eines derselben auch Null werden. 








Man hat 
S,(m,n) = S,(n, m) 
S,(m,n) m-tn' 
o S,(m,n) mHtn 
S,(m+m,n-n) = S,(m,n)-+S,(m', n') 


Aus der letzten Gleichung folgen die speciellen Gleichungen 
S,(1.1) = 8,(1,0)+ 8,(0, 1) 
S,(1,.2) = 8,(0,1)--8,(1,1) 
S,(2,3) = 8S,(1,1)+8,(1,2 


also auch 


$,(1,1) 1 Sp(0,1) L 4 
3:4 8,(1,0) 1 
$,(,2) __ 1 | 1 
$,(1,1) 1 

1 
p! 9’ ) 1+ 

dry 

l 5 W, 
3. 


Ich betrachte nun den besonderen Fall, wenn die beiden Argumente 
der Einheit gleich sind, also die Entwickelung (1,1), auf welche sich, wie 
später gezeigt werden soll, alle übrigen Fälle zurückführen lassen. Aus den 
obigen allgemeinen Erörterungen ergiebt sich unmittelbar, dafs hier die Ein- 
heit zmmer und nur am Anfang und Ende jeder Reihe vorkommt, dafs das 
Mittelglied — 2 ist und dafs die symmetrischen Glieder gleich sind; so dafs 
die der Zahl 2 vorausgehenden Glieder sich hinter derselben in umgekehrter 
Ordnung wiederholen. 

Es können nie zwei gerade Zahlen in einer Reihe unmittelbar auf 
einander folgen. Bezeichnen g, g’, 9” irgend welche gerade Stammglieder. 
u, wW, uw irgend welche ungerade, @, @', @" irgend welche gerade Sum- 
menglieder, U, U’, U” irgend welche ungerade, so müfste eine Gruppe von 
zıwer geraden Gliedern. diein der p' Reihe vorkäme, entweder @, g oder 9, & 
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sein; in beiden Fällen hätte man also eine Gruppe von drei geraden Gliedern. 
entweder g', @, g oder g, @, g’ und mithin in der »—1'” Reihe eine Gruppe von 
zwer? geraden Gliedern, g’, g oder g, g’, d. h. wenn in der p"" Reihe ein: 
Gruppe von zwei geraden Gliedern vorkommt, mufs auch in der » —-1"", und 
mithin in jeder vorhergehenden Reihe, eine solche Gruppe vorkommen. wäh- 
rend doch die erste, aus den Gliedern 1. 2, 1 bestehende Reihe keine solche 
Gruppe enthält, also überhaupt keine solche vorkommen kann. 

In keiner Reihe kann eine Gruppe von drei Zahlen vorkommen. su 
beschaffen. dafs jede dieser Zahlen, oder nur die mittlere, ungerade ist, 
Gäbe es in der p"" Reihe eine Gruppe vw, w, w", so könnte sie. wie sich 
versteht, nicht «, U, w' sein, sondern U, w', U’. Diese letztere Gruppe würde 
also die Gruppe g, U, u, U’, y’ bedingen und mithin müfste die »—1" Reihe 


4 


die Gruppe g, u, g’ enthalten; diese mülste @, w, @’ sein, (da sie nich! 
9, U, g' sein kann) und würde daher die Gruppe u, @, u, @', u" be- 
dingen; in der y— 2" Reihe müfste mithin wieder eine aus drei ungeraden 
Gliedern bestehende Gruppe u, w', « vorkommen. Setzi man diesen Schluls 
fort, so folgt, dafs überhaupt in den Reihen vom Range p, p —2, p—4, 
eine Gruppe von der Form a, U’, w, und in den Reihen vom Range »—1. 
p— 3, p—5. -:.- eine Gruppe von der Form @, v, @ vorkommen mülste. 
Da aber die zwei ersten Reihen 1, 2, 1 und 1, 3, 2, 3, 1 weder die eine 
noch die andere dieser Gruppen enthalten, so folgt, dafs sie überhaupt nicht 
vorkommen können. 
Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs von den «echt Zusammenstellun- 

gen zu dre: Elementen, die sich aus irgend welchen geraden Elementen y 
und irgend welchen ungeraden « bilden lassen, nur die drei folgenden in ir- 
gend einer Reihe als Gruppe vorkommen können, nemlich 

gas 

ugu 

uug. 
Man sieht aber zugleich, dafs nur eine dieser Gruppen sich fortwährend in 
der Reihe wiederholen kann und mufs. Geht man z. B. von der Gruppe yuu 
aus, so kann die nächstfolgende weder uug noch uyu sein. weil in beiden 
Fällen drei ungerade Zahlen auf einander folgen würden. 

Beginnt irgend eine Reihe mit vygu, so ist klar, dafs die nächste mit 

uug, die darauf folgende wieder mit ugw beginnen mufs u. s. w. Nun be- 
ginnt die erste Reihe wirklich mit ugw, folglich wird sich in jeder Reihe 
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vom Range 2»--1 diese Gruppe von Anfang an wiederholen; und da die 
Zahl aller Glieder —=27""-1, also durch 3 theilbar ist, so wiederholt sich 
diese Gruppe bis ans Ende der Reihe. Ist dagegen die Reihe vom Range 2p. 
also die Anzahl der Glieder 2” --1. so wird sich die Gruppe uug vom An- 
fang der Reibe an wiederholen, die Reihe wird aber mit v% schlielsen. 


A. 


In jeder HBerhe ist die Summe der zwei Ääufseren von je drei 
aufeinander folgenden Gliedern durch das mittlere Glied theilbar. Ist 


- 





das mittlere Glied ein Summenglied, so versteht sich der Satz von selbst. 
Isi dagegen das mittlere Glied, welches m heifsen soll, ein Stammglied. sind 
also die äufseren,. s und s’, Summenglieder, so wird »n jedenfalls aus eineı 
früheren Reihe herstammen, in welcher es Summenglied war. War es in 
der »— 1" Reihe Summenglied und dort von den Gliedern « und 5 einge- 
schlossen, + = m, so hat man in der »'“" Reihe die Gruppe a, s, m, s', b, 
also s=a+-ms—=m+b und s+s"—=3m. War m in der y— 2" Reihe 
Summenglied, so hat man, mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung. 
in der »— 1" Reihe die Folge s— m, m, ’— m, und nach dem eben Be- 
wiesenen.,. s— ms’ — m — 3m, also s+-s’' = 5m. Setzt man diese Betrach- 
tung fort, so findet man allgemein Folgendes: 

Wenn in der p'“ Reihe die Gruppe «a, 5b, ce vorkommt. und 5 ist 


ten 


in der p—%"" Reihe als Summenglied entstanden. so ist 


(4) a-c = (2k-1)b. 
Man sieht dafs diese Formel zugleich den Fall umfafst, wenn k=V%. 
also m in der p'" Reihe selbst als Summenglied entstanden ist. 
Umgekehrt kann man also auch aus einer gegebenen Gruppe «a, b, c, 


ın der p"” Reihe finden, in welcher Reihe das Mittelglied 5 als Summenglied 
entstanden ist. Denn bezeichnet man diese Reihe durch »y—%, so ist 


n 


WERE > v. un J0 
Rn 2b 


Man findet z. B. dafs die sechste Reihe mit den Zahlen 
5, 54.0, 1, 2 u DE EZ... 
beginnt. Nimmt man die Gruppe 13, 4, 15, so folgt aus 





13415 —4 
S 





= 


dafs die Zahl 4 in der 3°" Reihe als Summenzabl entstanden ist. In der 
That entspringt die Gruppe 13, 4. 15 aus der Gruppe 1, 4. 3, mit welcher 
die dritte Reihe beginnt. 
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Da die geradstelligen Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind, nd 
das Glied, welches in der p— 1‘ Reihe die Stelle 27! einnimmt, in der tol- 
genden Reihe in der 4/— 1 Stelle erscheint, so kann man auch behaupten. 
dafs das 4/—1' Glied der p“” Reihe in der p -—- 1" Reihe als Summenglied 
entstanden ist; ebenso findet sich, dafs das S!— 3" Glied der p"” Reihe in 
der »— 2" Reihe als Summenglied entstanden ist; und allgemein, dafs das 
Glied, welches in der p“" Reihe die Stelle 27" U — (2'""— 1) = "(AV—1) --1 
einnimmt, in der Reihe »— (£—1) als Summenglied entsteht. Ist also b das 
Glied, welches die Stelle 2’”"(22—1)-+1 einnimmt, a das vorhergehende und 
ce das folgende. so hat man nach der Formel (4.): 


(Bi )b => + nm. 


Es ist klar, dafs durch die Form 27(22—1)-+1 jede ganze Zahl, und 
zwar nur auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. Sobald mithin die 
Reihe » und die Stelle 2°(27—1)-+-1 in dieser Reihe, in welcher eine Zahl 
vorkommt. gegeben ist, weils man, dafs diese Zahl in der Reihe »y — % als 
Summenzahl entstanden ist. Auf den Werth von Z! kommt es hierbei nicht an 


Ist in einer Reihe die Gruppe «, d, ec, in einer andern die Gruppe 
#, 9, y enthalten, und steht « in derselben Stelle wie a, so hat man auch 
a+Y __ are 


fe] h 








>. 


Es können nie zwer aufeinander folgende Glieder einer äeih: 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben. Es seien a, db, e drei unmittelbaı 
auf einander folgende Glieder. Hätten 5 und ce einen gemeinschaftlichen Faktor. 
so müfsten, nach der Form (4.), auch a und 5 diesen Faktor gemeinschaftlich 
haben. und aus der Fortsetzung dieser Schlufsweise würde folgen, dafs alle 
Glieder der Reihe diesen Faktor enthalten müfsten; was nicht sein kann, da 
das erste Glied der Reihe —=1 ist. Der früher bewiesene Satz ($. 3). dafs 
nicht zwei gerade Zahlen in der Reihe unmittelbar auf einander folgen kön- 
nen, ist also ein spezieller Fall dieses allgemeineren. 


Ein Summenglied 5 kann also nur dadurch entstehen, dafs zwei Zahlen. 
welche relative Primzahlen zu 5 sind, zusammen addirt werden. Mit anderen 
Worten: wenn in der Gruppe a, b, ce die Zahl b=a-tc ist, so müssen 
a und ce relative Primzahlen sein. 











200 12. Stern, uber eine zahlentheoretische Funktion. 


6. 

Kıne und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zugleich in zwei ver- 
schiedenen Reihen vorkommen. Man nehme zuerst an. es sei a>b, also 
s« eine Summenzahl. Geht das Glied 3 dem a voraus, so ist % <a und in 
der vorhergehenden Reilie findet sich die Gruppe /, d. Hier ist wieder ent- 
weder 3 >>b und es geht daher ein Glied #"<</P dem Gliede 5 voraus, 
‚der es ist #7 <Zb, und es folgt dann auf 5 ein Glied 4’ <-b. In der nächst- 
vorhergehenden Reihe hat man also entweder die Gruppe P’, P, oder die 
aruppe d, Ö. Man wird also jedenfalls, von einer zweigliedrigen Gruppe 
der vorhergehenden Reihe geführt. in welcher wenigstens das erste. oder 
das zweite Glied kleiner ist als das entsprechende Glied der Gruppe. von 
veicher man ausging. Setzt man dieses Verfahren fort. so mufs man zuletzt. 
nach einer bestimmten Zahl von Operationen. zu einer zweigliedrigen Gruppe 
kommen. in welcher entweder das erste, oder das zweile Glied der Einheit 
sieich ist. Man nehme nun an, die Gruppe a, 5 komme in der »'" Reihe 
vor und man werde nach A Operationen zur Gruppe 1, 5 oder zur Gruppe 
3, 4 geführt. welche also zur »—k"" Reihe gehört. Die Gruppe 1, 5 kann 
nur am Anfang, die Gruppe /, 1 nur am Ende der Reihe stehen (und beide 
Gruppen müssen zugleich in der Reihe vorkommen). Fände sich nun die 
Gruppe a, 5 noch aufserdem in der g“" Reihe, so müfste sich auch in der 
ga —k" Reihe die Gruppe 1. 5% am Anfang finden; was nicht sein kann. 
Dasselbe Resultat erhält man, wenn man «<< b voraussetzt. 

kine und dieselbe Gruppe a, b kann nicht zweimal in derselben 
freihe vorkommen. Indem man sich der vorhergehenden Beweisführung be- 
dient, läfst sich nämlich zeigen, dafs wenn in irgend einer Reihe eine zwei- 
sliedrige Gruppe doppelt vorkäme. dies auch in jeder vorhergehenden Reihe 
der Fall sein mülste. während doch in der ersten Reihe 1, 2. 1 keine solche 
Doppeigruppe exislirt. 

Kine bestimmie Gruppe a, b, kann also überhaupt necht mehr als 
enmal in der Entwickeluny (1,1) vorkommen. 


Es folgt zugleich hieraus, dafs in derselben Hälfte einer Reihe nicht 
ırgend eine Gruppe a, d, und die umgekehrte d, « vorkommen kann, weil 
sonst in der zweiten Hälfte dieselben Gruppen vorkommen mülsten ($. 3.); 
sowie dafs nicht in einer Reihe die Gruppe «, Ö, und in einer anderen die 
Gruppe db, a, vorkommen kann. 
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ch 
Aus dem Vorhergehenden ergeben sich unmittelbar folgende Sätze: 
In keiner Reihe kann eine Summenzahl mehr als einmal auf die- 
selbe Weise gebildet werden. Ist z. B. 5 die Summe von «@ und e, so 
kann die Gruppe «@, db, e nicht zweimal in derselben Reihe vorkommen. 
Ebenso folgt, dafs nicht in derselben Hälfte einer Reihe eine Summen- 
zahl auf dieselbe und auf umgekehrte Weise gebildet werden kann. 
d. bh. es können nicht in derselben Hälfte einer Reihe zugleich die zwei 
Gruppen «a, db, ce und ec, 5b, a vorkommen. Auch kann nicht in zwei 
verschiedenen Reihen eine Summenzahl auf dieselbe oder auf umgekehrt: 
Weise gebildet vorkommen. 
\un sind « und e relative Primzahlen ($.5), man hat also den Satz: 
Eine Zahl (die gröfser als die Einheit ist) kann Aöchstens so ol! 
als Summenzahl vorkommen, als es kleinere Zahlen giebt. die zu ihr 
Primzahlen sind. 
8. 

In der Entwickelung (1.1) kommt jede ganze Zahl vor. Denn 
die erste Reihe beginnt mit 1, 2; die zweite mit 1. 3; allgemein die an —!' 
mit 1, 2. 

In der Entwickelung (1, 1) kommt jede Gruppe a, c vor, bei 
welcher a und ce relative Primzahlen sind. Da mit der Gruppe «a, c jeden- 
falls die Gruppe e, a zugleich vorkommt, oder fehlt, so kann man immer 
a>e setzen; im entgegengeselzien Falle hälle man nur die umgekehrte 
Gruppe zu betrachten. Man setze a=Äc-r, wo r<Zc; kommt nun die 
Gruppe r, ce in irgend einer Reihe vor, so mufs auch die Gruppe «, ce vor- 
kommen. Denn wenn in irgend einer Reihe die Gruppe r, ce steht, so steht 
in der ersten folgenden die Gruppe r--c, ec, in der zweiten folgenden die 
Gruppe r—-2c, e, in der A" folgenden die Gruppe r-!-Ac, ec. Selzt man 
ferner c=Kr-r, wo r<r, so wird ebenso bewiesen, dafs wenn die 
Gruppe r’, r vorkommt, auch die Gruppe ec, r, mithin auch die Gruppe r, « 
und die Gruppe a, ce vorkommen mufs. Geht man so fort, so kommt man 
zuletzt. da die Zahlen r, r’ ... immerfort abnehmen, an eine Zahl r, — 
Eine Gruppe, in welcher ein Glied der Einheit gleich ist, kommt aber nach 
dem Vorhergehenden immer vor, welches auch die ganze Zahl sei. die das 
andere Glied bildet, folglich mufs auch jede Gruppe «, ce vorkommen, wenn 
a und e relative Primzahlen sind; käme sie nicht vor, so könnte auch eine 
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bestimmte zweigliedrige Gruppe nicht vorkommen, in welcher ein Glied der 
Einheit gleich wäre. 

Verbindet man dieses mit $.6, so hat man also den Satz: 

In der Entwickelung (1,1) kommt jede Zahl so oft als Summen- 
zahl vor, als es kleinere Zahlen giebt, die zu ihr relative Primzahlen 
sınd. Eine Primzahl » kommt mithin »—1 mal als Summenzahl vor. 


9. 

Die letzte Reihe, in welcher die Zahl n als Summenzahl vor- 
kommt, ist die n—1'", in keiner späteren kann sie als solche vorkommen. 

Dafs sie in der n—1'" Reihe als Summenzahl vorkommt, ist klar, denn 
diese Reihe beginnt mit der Gruppe 1, n, n—1. Sie kann aber in keiner 
spätern Reihe als solche vorkommen. Fände sich in einer solchen die Gruppe 
a,n, b und a+-5b=n, so hätte man in der vorhergehenden Reihe entweder 
die Gruppe a, db, b—a oder «—b, a, b; jedenfalls wäre in der Gruppe a, 5, 
oder a—b, a eine Zahl kleiner als die entsprechende in der Gruppe «, n, 
und indem man auf diese Weise ımmer von Reihe zu Reihe zurückgeht. 
mufs man zuletzt auf die Gruppe 1, 1 kommen, von der man ausging. Das 
langsamste Verfahren zu dieser letzteren Gruppe zurückzukehren ist offen- 
bar das, wenn man von 1, n zu 1, n—1, dann zu 1, 2—2 u. s. w. zu- 
rückgeht. Und da man in diesem Falle doch nur durch n—1 Reihen zurück- 
zugehen braucht, so mufs man, mit der Gruppe a, n anfangend, schon früher 
zu 1, 1 zurückkommen. 

Bezeichnet y(n) die Anzahl der Zahlen, die kleiner als » und zu 
dieser relative Primzahlen sind, so folgt, dafs die a—1' Reihe die erste 
ist, in welcher die Zahl » g(n) mal vorkommt, und dafs sie in jeder folgen- 
den Reihe ebenso oft vorkommt. 

Die Zahl n kommt also nur dann und immer n—1 mal in der 
n—1"" Reihe vor, wenn n eine Primzahl ist. Hierin hätte man also ein 
neues, freilich in der Art, wie der Wilson’sche Satz, praktisch unbrauch- 
bares Mittel, die Primzahlen von den zusammengesetzten zu unterscheiden. 


10. 


Da eine bestimmte Gruppe a, ce nur in einer einzigen Reihe vor- 
kommt so mufs es auch möglich sein, aus der Gruppe selbst zu finden, wel- 
cher Reihe sie angehört. Den Weg hierzu zeigt die Beweisführung in $. 8. 


Setzt man nemlich 
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a —= ke+-r 
e= kr-+r 
r = k'r-+r" 

FT mn == Kntm-ıt1 


so folgt, dafs die Gruppe a, e in der (k+KA'-—-Kk"...-- %k,„)"" Reihe nach 
derjenigen folgt, in welcher die Gruppe 1, r,„_, vorkommt, d. h. die Gruppe 
a, c kommt in der (k+- KK"... k„-r„-ı—1)"" Reihe vor. Nun ist 
RE rt 
c ML 1 
Tr .. 1 
> er Ä 
kunt - 


"m—I 








Man hat also folgende Regel: 
Um zu erfahren in welcher Reihe die Gruppe a, c vorkommt, 


. a . . . n 
verwandele man den (uotienten — in einen Kettenbruch, die Summe der 


Theilnenner um eine Einheit vermindert giebt die Zahl der Reihe. Die 
Glieder der »p—1'" Reihe sind also so beschaffen, dafs der Quotient je 
zweier aufeinanderfolgenden einen Kettenbruch giebt, bei welchem die Summe 
der Theilnenner =p ist. Die fünfte Reihe z. B. beginnt mit 
1, 5 IR... 
hier ist 
6 6 1 


' ) 
TEE EEE 


u. S. W. 

Um zu erfahren, wie oft eine Zahl N in der Reihe » vorkommt. 
zerlege man daher N, so oft es geht, in zwei Theile « und ce, die relative 
Primzahlen sind, und bilde aus — einen Kettenbruch. Soviel solcher Keiten- 
brüche es giebt, bei welchen die Summe der Theilnenner nichi gröfser als 
p ist, so oft kommt N in der »'”" Reihe vor. Denn die Gruppe a, c kann 
spätestens in der p—1'" vorkommen, soviel solcher Gruppen aber in 
den vorhergehenden Reihen gebildet sind, so oft kommt N in einer fol- 
senden vor. 

Auch kann es keinen Kettenbruch geben, bei welchem die Summe der 


Theilnenner = p ist, dessen reducirter Werth — nicht als Gruppe «a, e in 


26 * 
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der # —1" Reihe vorkäme. Ferner folgt, dafs zwei Gruppen «, e und o, y. 
die zu verschiedenen Reihen gehören, niemals Kettenbrüchen entsprechen kön- 
nen. bei weichen die Summe der Theilnenner dieselbe ist. 


28. 
Bezeichnet (m, n), die »" Entwickelungsreihe (»,rn) und das Symbol 


m,n),t(m,n'), die Reihe, welche man erhält, wenn man die einzelnen in 


m’, n’), enthaltenen Glieder zu den gleichstelligen Gliedern von (»n, n), addirt 
oder davon abzieht, je nachdem das obere oder das untere Zeichen gilt. so 
hat man offenbar: 
(n,n),t(m,n), = (mtm,n+n),, 
und als speciellen Fall: 
65) (1,2,—- (1,1), = (91). 

Die Entwickelung (0,1) hat aber die Eigenthümlichkeit, dals die erste Hälfte 
jeder Reihe (0, 1),,, nichts Anderes ist, als die vorhergehende Reihe (0, 1),. 
SER HELL LEITETE TS TUT DB OO TH DB HD I, 
und es ist leicht zu sehen, dafs dies allgemein so sein mufs. Das X" Glied 
in (0, 1), 
dem A” Gliede aller Entwickelungsreihen (0, 1), die nicht weniger als 4 Glie- 


ist also identisch mit dem A” Gliede in (0, 1),,, und überhaupt mil 


der haben. Ferner ist (1,2), nichts Anderes als die erste Hälfte der Reihe 
(1, 1),;1. Die Gleichung (5.) sagt also, dafs das 4" Glied in (0,1), die 
Differenz der k“" Glieder in (1,.1),,, und (1,1), ist. Setzt man aber in die- 
ser Gleichung p-1 stalt p, so folgt aus dem eben Gesagten, dafs auch die 
Differenz der A" Glieder in (1,1),,;,. und (1,1),;., dem 4” Gliede in (0.1), 
oleich ist. Hieraus ergiebt sich also folgender Satz: 

In den Entwickelungsreihen 1,1) bilden die gleichstelligen Glieder 
eine arithmetische Progression, deren Differenz das gleichstellige Glied in 
der Entwickelung (0,1) st. Die Glieder z. B., welche in den Entwickelungs- 
reihen (1,1) die wzerie Stelle einnehmen, bilden die Progression 3, 5. 7,9... 
Die Differenz ist =2, wie die wzerte Zahl in der Reihe 0, 1, 1. 2.1... 

Es ist klar, dafs ein Glied in (1,1), gröfser sein mufs, als das gleich- 
stellige Glied in (0, 1),, das letzte Glied ausgenommen, welches in beiden 


Fällen = 1 ist. Bezeichnet man durch «, @ und d beziehlich das k" Glied 
in (1.1),, (1.1),;,ı und (0,1),, so hat man, wenn nicht a == d = 1 ist. 
a—>d. 


Nun ist, nach (Gleich. 5). a — @—=d, mithin @« > ta, d.h. ein Glied in der 








12. Stern, uber eine zahlentheoretische Funktion. 205 


Reihe (1,1), ist immer gröfser als die Hälfte des gleichstelligen Gliedes deı 
1),; 


in (1,1)... ist. 


Reihe (1,1),,,, ausgenommen das letzte Glied in welches —= 1 und 
also gerade die Hälfte des entsprechenden Gliedes 


Sind ?, y die unmittelbar auf & folgenden Glieder, d, e die unmittel- 


f + 
(1, 
2 


har auf a, und e, f die unmittelbar auf d folgenden, so ist (8.4): 














at7 _ ate _ atrtd4f 
ee BLe ° 
also auch: 
e+r._ 084 
Das e 
13. 


Mit Beibehaltung der vorhergehenden Bezeichnung kann man nun den 

Satz aussprechen: Es ist 
6.) db—up =1. 

Es ist leicht zu zeigen, dafs diese Gleichung allgemein richtig ist. wenn sit 
bis zu irgend einer Reihe gilt. Ist sie nemlich unter der Voraussetzung. dals 
«@ zur p'" R&ihe gehört, richtig, so entsteht aus der Gruppe «, , in dieseı 
Reihe, die Gruppe «, o, P, in der Reihe p--1, so dafs 0 —= «-- 9, und aus 
der Gruppe «a, d entsteht in der p+-2'" Reihe die Gruppe a, s, db, wo s—a--b, 
Nach der Vorausseizung müssen also die Glieder a, s, 5 beziehlich dieselben 


Stellen einnehmen, wie die Glieder «, o, %, und man hat offenbar us —« l 
und od —sß =1, sobald @&b — aß ==1 ist. Man überzeugt sich aber leicht. 


dafs der Satz bei den ersten Entwickelungsreihen (1.1) wirklich Statt hat. 
Hieraus folgt ferner, dafs auch 
(7) ove—pd= 1 
ist, dua=o+d; b=P-+e. Essind aber zugleich d und e die Aleinsten 
zusammengehörenden Werthe, welche der Gleichung 


ac —Py — 1 
(Genüge leisten. Gäbe es noch kleinere &’ und y’, so hätte man «= e— kp: 
y—=d-—ka, wo k irgend eine ganze positive Zahl wäre, mithin wäre e <—d: 
was nach $.11 nicht sein kann. 
13. 

Ich gehe nun zur Entwickelung (1,n) über, wo rn >1 sein soll. 
Die A“ Entwickelungsreihe (1,n) ist offenbar identisch mit dem Theile deı 
(a--k—1)” Entwickelungsreihe (1,1), welcher die Glieder, von dem ersten 
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an bis zu dem ersten in dieser Reihe vorkommenden n, dieses eingeschlossen, 
umfafst. da dieser Theil aus den Elementen 1. n gebildet ist, mit welchen die 
»n— 1" Entwickelungsreihe (1.1) beginnt. Alle Eigenschaften der letzteren 
Entwickelungsreihen, welche einem solchen Theile zukommen, gelten also auch 
für die Entwickelung (1, n), und umgekehrt. Namentlich ist also auch im ge- 
senwärtigen Falle in jeder dreigliedrigen Gruppe die Summe der äufseren 
(lieder durch das mittlere theilbar; es können nicht zwei aufeinander fol- 
sende Glieder einen gemeinschaftlichen Faktor haben, und es kann eine be- 
stimmte zweigliedrige Gruppe nicht mehr als einmal vorkommen. Da n 
mindestens —=?2 ist, also die Entwickelung (1,n) Aöchstens die erste Hälfte 
der Entwickelung (1,1) umfafst, so kann auch bei der ersteren Entwickelung 
nicht zugleich eine Gruppe und die umgekehrte in derselben Reihe vorkom- 
men: auch nicht eine Gruppe in einer, und die umgekehrte in einer anderen 
Reihe ($.6). 

Hier hat jede Reihe das Anfangsglied 1, das Mittelglied 1+n, das 
Endglied n. Die übrigen Glieder sind sämmtlich in der Form k-+In ent- 
halten: die symmetrischen Glieder ($.1) haben hier die Form k--In und 
!--kn. Es kann aber kein Glied von der Form k+kn vorkommen, wenn 
es nicht das Mittelglied, also k—1 ist; denn nur bei der Bildung des Mittel- 
sliedes concurriren die Elemente 1 und n auf gleiche Weise. Bei den Glie- 
dern aber. welche zwischen 1 und 1--n gebildet werden, überwiegt das 
erste Argument —1 ebenso, wie bei den Gliedern welche zwischen 14n 
und n gebildet werden, das zweite. Hieraus folgt, dafs die symmetrischen 
Glieder nicht gleich sein können, denn wäre k+in—=1!-kn, so müfste k—= I 
sein. In der ersten Hälfte der Reihe ist immer k > /, in der zweiten 2 > k, 
das Mittelglied ausgenommen. 

Das Anfangsglied ausgenommen, enthalten die Glieder keine Zahl, 
welche kleiner als n ist, dagegen kommen alle Zahlen vor, welche gröfser 
als n sind. da die auf das Anfangsglied folgenden Glieder in der 1”, 2” 
Reihe u. s. w. I+-n, 2--n u. s. w. sind. 


14. 


Die ersten Coefficienten ($.1) der Glieder der Reihe (1,n),, bis 
zum Mittelgliede. bilden eine Reihe, die mit (1,1),_, identisch ist, die zwe- 
ten Coelflicienten dieser Glieder bilden eine Reihe, die mit (0, 1),_, identisch 
ist. Entwickelt man die ersten Reihen 
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1, I--n, n 
1, 2+n, 1-4-n, 1--2n, n 
1, 34n, 2+n, 3-2n, 14-n, 2-4 3n, 1--2n, 14 3n, n, 
so zeigt sich. dafs die ersten Coefficienten, bis zum Mitteleliede genommen. 


die Reihen 


Tre 
us se (u, 
1,3, 2,8, 13 == (1,1), 
geben, die zweiten Coefficienten dagegen die Reihen 
0,4 u (& 1) 
3 8 e (1), 
1,1, Ve (0), 
und man sieht leicht, dafs das allgemein gelten mufs. Da nemlich die Glie- 
der bis zum Mittelgliede aus den Elementen 1. 1--n gebildet werden. s« 
heilst das, ihre ersten Coefficienten werden aus 1. 1. und ihre zweiten aus 
0, 1 gebildet. Während aber die Gruppen 1. 1 und 0, I beziehlich dis 
nullte Reihe der Entwickelung (1,1) und (0,1) bilden, so erscheinen sie 
hier als erste und zweite Coefficientien in der ersten Reihe: und so geh! 
es weiter. 

Dieselbe Erwägung zeigt, dafs vom Mittelgliede an bis zum Endgliede. 
die ersten Coellicienten eine mit (1,0),_, identische Reihe, d. h. eine Reihe. 
welche die Glieder der Reihe (0,1),_, in umgekehrter Ordnung enthält. bil- 
den, die zwerten Coefficienten dagegen eine mit (1, 1),_, identische Reihe 

Hieraus folgt nun unmittelbar, dafs wenn eine Gruppe aus den zwe 
Gliedern k-- In und A'--!'n besteht, die Gleichung 

8) MW—-kl=1 
Statt findet, da hier 4, 4’, /, U beziehlich an die Stelle von «, 3, d, e, in 
der Gleichung (X7.) treten. Es sind also / und /’ die kleinsten Werthe, welche 
dieser Gleichung genügen, und mithin gegeben, sobald Ak und k’ gegeben sind 
Da A, A’, U und !' keinen gemeinschaftlichen Faktor haben können. so kann 
in der Entwickelung (1,n) kein Glied von der Form Ak +A'kn vorkommen. 
15. 

Da A, Ak irgend eine Gruppe aus der Eniwickelung (1, 1) bedeutet. so 

folgt aus $.8, dafs diese Gruppe alle möglichen Zusammenstellungen zweier 
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relativen Primzahlen ausdrückt, und aus $.6. dafs jede solche Zusammen- 
stellung nur einmal vorkommt. Hieraus folgt weiter, dafs in der Entwickelung 
'1.n) alle Zahlen von der Form A--Zn vorkommen müssen, wenn A und 
/, relative Primzahlen sind. und zwar, insofern A und Z bestimmte Zahlen 
sind, jede nur einmal als Summenglied. Da die Glieder K-+-Ln und L+KAn 
jedenfalls zugleich vorkommen, oder nicht vorkommen. so kann man immer 
denjenigen dieser zwei Ausdrücke betrachten, bei welchem der erste Coel- 


fieient eröfser ist als der zweite. Ich setze daher X > L. Man suche nun 


die kleinsten Werthe, welche der Gleichung Ar — Ly=1 genügen; sie seien 
r--L. v=K,, also sind auch Z, und Z die kleinsten Werthe. welche 
der Gleichung Ar — A,y=1 genügen. Da K und K, relative Primzahlen 


sind. so mufs es jedenfalls eine Gruppe in der Entwickelung (m, n) geben. 
bei welcher die ersten Coefficienten A und ÄK, sind: dann müssen aber nach 
der Gleichung (8.) die zweiten Coefficienten Z und Z, sein. d.h. es giebt 
ein Glied K-- En. 

Es kann aber ein solches Glied nur einmal als Summenglied gebildet 
werden. Man nehme an, die beiden Stammglieder seien A+ In und A—!In, 
so dafs also in irgend einer Reihe die Glieder k—-In, K--In, k-+ln auf 
einander folgen. Mithin ist 

K = k-+k; u = I+f 
und 

(k+-KyU— (U) —=1 

:o dafs 2’ und A’ die kleinsten Werthe sind, welche der Gleichung 

(9) &Ak-+k)e— IAU)y=1 
(senüge leisten. Gäbe es nun noch eine andere Gruppe <-+in, K-Ln, 
2’ in, so dfs K=x-x%, L=4-4-, wäre, so hätte man auch 

(2-27) — AN )Z = (kAkyV—U- UV)! —1 

und es wären 4 und 7 die kleinsten Werthe, die der Gleichung (9.) ge- 
nügen. Mithin !=4, k=z, k—z, !=4, d.h. die Gruppe k--In, K-+!n 


käme doppelt vor, was nicht sein kann ($. 19). 


16. 


Nun wurde schon früher nachgewiesen, dafs jede Zahl N, die gröfser 
als » ist, in Wer Entwickelung (1,r) vorkommen mufs. Nach dem Vorher- 
oehenden können wir also sagen, dafs eine jede solche Zahl N>n so oft 
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vorkommt, als es möglich ist, der Gleichung 


(10) K-Ln=N 


so zu genügen. dals K und Z relative Primzahlen sind. Dies kann man 
auch auf eine andere Weise ausdrücken. 

Es seien zuerst N und n relative Primzahlen: hat man dann einen 
Ausdruck AK -+ Ln gelunden, welcher = X ist, und ist zugleich L Primzahl 


zu N, so mufs auch A Primzahl zu N sein. Soviel Zahlen Z es also giebt. 


r 
/ 


welche kleiner als r. und zu N relative Primzahlen sind, so oft kann die 
Gleichung (10.) erfüllt werden: d. h. die Zahl N kommt in der Entwickelung 


» r . N . . 2) 0} 
(1.n) so oft vor, als es Zahlen zwischen O und — giebt, die relative Prem- 
7) 


zahlen zu N sind. 


Haben N und n den gröfsten gemeinschaftlichen Faktor f, so muls. 


» 

wenn A+Ln= X sein soll, auch A diesen Faktor enthalten. Man setze 

daher K=fK', n—=fu, N=/N, so it K'-In=N. Is L eine 

relative Primzahl zu N’, so mufs auch Ä’ relative Primzahl zu N’ und mil- 

hin auch Ä’ relative Primzahl zu Z sein. Die letzte Gleichung wird also so 

oft mit der Bedingung, dafs A’ und Z relative Primzahlen sind, erfüllt, als 
N | 


Bi :; . . Ä 
- d.h. L<— giebt. welche relative Primzahlen zu X 


nt 


es Zahlen u < 
n 


sind. Soll aber zugleich der Gleichung (10.) genügt werden, so muls L 


auch relative Primzahl zu N sein. Man hat mithin auch in diesem Falle die 


Regel. dals N so oft vorkommt, als es Zahlen zwischen O und = giebt. 
welche relative Primzahlen zu N sind. 

Nach einer früheren Bemerkung {$. 13) kann man auch sagen. dals die 
Zahl N in der Entwickelung (1.1) so oft zwischen dem Anfangsgliede und 
dem ersien Gliede, welches den Werth n hat. vorkommt. als es Zahlen 


® N . . . . ? . 
zwischen O0 und — giebt, die relative Primzahlen zu X sind. 
rt 


17. 

Nach dem Vorhergehenden erledigt sich nun von selbst die Entwicke- 
lung (n,1), indem die Reihen dieselben Glieder enthalten, wie die eni- 
sprechenden Reihen der Entwickelung (1.n); nur in umgekehrter Ordnung. 
Ich gehe daher sogleich zu dem allgemeinsten Falle über, nemlich zur Ent- 
wickelung (m, n). Ich setze aber hierbei voraus, dafs m» und n keinen ge- 
meinschaftlichen Faktor haben; wäre nemlich ihr gröfster gemeinschaftlicher 
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Faktor —=p, und zwar m—=pm', n—pn', wären also m’ und n’ relative 
Primzahlen, so brauchte man nur die Entwickelung (m’,n’) zu betrachten; 
multiplieirte man dann jedes Glied dieser Entwickelung mit p, so hätte man 


/ 


die gesuchte Entwickelung (m, n). 

In der Entwickelung (1,1) kommt irgendwo, wie früher bewiesen. 
die Gruppe m, n vor; mithin kann man auch die Entwickelung (m, n) als 
Bruchstück der Entwickelung (1,1) ansehen. Alle diesem Bruchstücke zu- 
kommenden Eigenschaften gelten also auch für die Entwickelung (m, n), und 
umgekehrt. 

Zu den schon in $.1 entwickelten Eigenschaften der Reihe (m, n, 
setze ich zunächst noch Folgendes hinzu. Die symmetrischen Glieder können 
nicht gleich sein, da kein Glied von der Form Am-+ kn vorkommen kann, 
sobald A > 1 ist, was ebenso bewiesen wird, wie es bei der Entwickelung 
(1,n) geschah ($. 13). Ferner läfst sich ebenso wie dort ($. 14) zeigen. 
dafs die ersten Coefficienten der Entwickelung (m, n), bis zu dem Mittelgliede. 
eine mit (1,1),_,, die zweiten Üoeflicienten eine mit (0, 1),_, identische 
Reihe bilden. Hier kommen aber nicht, wie in der Entwickelung (1, n) alle 
Zahlen vor die über einer gewissen Grenze liegen, sondern nur solche, die 
in der Form km--In enthalten sind. Es kommen aber alle in dieser Form 
enthaltenen Zahlen. bei welchen % und / relative Primzahlen sind, und zwar 
jede nur eenmal, als Summenzahl vor, während solche Zahlen, wo A und / 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, nicht vorkommen können; was ebenso 
wie bei der Entwickelung (1,n) bewiesen wird. Mithin kommt jede Zahl N 
so oft in der Entwickelung (nm, n) vor, als es möglich ist, sie in der Form 
km-‚In darzustellen, so dafs A und / relative Primzahlen sind, und es läfst 
sich daher die Anzahl der Darstellungen der Zahl N auf eine einfache Weise 
ausdrücken. 

Ich mufs. um dies nachzuweisen, einige Worte über die Auflösung 
der Gleichung 

| (11.) me-ny = ec 
einschalten. wo sowohl m, n, als ©, y, yanze positive Zahlen sein sollen. 
Hier sind =» und rn, der Voraussetzung gemäls, relative Primzahlen. Man 
löse nun zuerst die Gleichung 
ne —my = 1] 
auf. Es seien 2 —= m, und y=n, die kleinsten zusammengehörenden Werthe, 


. 4 . .. 2 j | ’ a. 
welche dieser Gleichung genügen. Man bilde alsdann die zwei Brüche ee 
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a 


NM, m . . . . 
und ad von welchen der erste der gröfsere ist und bezeichne beziehlich 


/m af s .p ’ h 
durch E(e) und E(*e) die grölste in denselben enthaltene ganze Zahl 
m 
Die sämmtlichen Auflösungen der Gleichung (11.) erhält man dann durch die 


Formel 
2 = Ne, —N,C; yz= me— me 


ö ’ Le n \ 
wo c, jede ganze Zahl bezeichnet, welche gröfser als —c und kleiner als 
n 


m . Par 
—c ist, so dafs man allmälig 


m 
N, =] rg 
C, _— E(*: c) 1 1 “ E ei C T 2. 5 
n n 





fm, 1/iM, 
zu setzen hat: wo als letzter Werth von ec, entweder EC c) oder E(— c) —1 
| m 


. . m ’ . r . 
zu nehmen ist, je nachdem ec ein Bruch oder eine ganze Zahl ist. Je 


mi r s . k . 
nachdem € ein Bruch oder eine ganze Zahl ist, ist also die Anzahl der 


Auflösungen der Gleichung (11.) entweder 


iM n /im ’ nn 
E( \ c)— E(e) oder E(2c)— E(*c ii; 
n Mm n 


Mm 





Dafs nemlich diese Werthe von x und y der Gleichung (11.) ge- 
nügen, zeigt die unmittelbare Substitution; sollen sie aber zugleich positiv 
sein. so ist es nolhwendig und hinreichend, dals c, >26 und ec, < ce 

Ist nun noch aufserdem die Bedingung gestellt, dafs x und y relative 
Primzahlen sein sollen, so darf man nur solche Werthe für & und y setzen. 
bei welchen e und ce, relative Primzahlen werden. Sind umgekehrt c und ec 
relative Primzahlen, so müssen auch x und y relative Primzahlen sein. Aus 


den Werthen von x und y folgt nemlich 

METNY — Cy. 
Hätten nun x und y den gemeinschaftlichen Factor f, so müfste dieser auch 
in c, und mithin auch in e enthalten sein. Sobald also x und y relative Prim- 
zahlen sein sollen, hat die Gleichung (11.) so viel Auflösungen, als es ganze 


. n m . . . . 
Zahlen zwischen . und Re giebt. welche relative Primzahlen zu e sind. 
t 
18. 


Da die Zahl N so oft als Summenzahl in der Entwickelung (»n, n) vor- 
kommt, als es möglich ist, der Gleichung 


mk-+nl! = N 
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durch Werthe von k und ! zu genügen, welche relative Primzahlen sind, so 
folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar. dafs diese Zahl so oft vorkommt. 





. u 14 . n } m rY . . 
als es relative Primzahlen zu N zwischen — N und En giebt; insofern. 
n 


wie früher, =, und n, die kleinsten Lösungen der Gleichung nm, — mn, — 1 
bedeuten. Dies ist einer der Kirsensteinschen Sälze. 
Ist m=1, so ist auch n,=1 und n,—=n-—1: die Zahl N kommt 


demnach in der Entwickelung (1.n) so oft als Summenzahl vor, als es re- 


) n—1 x; a : 
lative Primzahlen zu N zwischen en und A siebt. Da aber jeder re- 
l ; 
lativen Primzahl & eine andere N — « entspricht, so dafs N— « zwischen 


n—1 





Null und — liegt, wenn « zwischen N und N liegt, so kann man auch 


I n 


saren. dafs die Zahl N so oft vorkommt, als es relative Primzahlen zu ihr 


’ ” N . * .. ® » 
zwischen Null und — giebt; wie es früher in $. 16 angegeben wurde. 
l h oO 


Die allgemeine Regel umfalsi zugleich den Fall, wenn mn=—=n=-1; denn 
alsdann ist a,—2, n,—=1. Die Zahl N kommt also in der Entwickelung 


(1.1) so oft als Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zu ihr zwischen 
N und 2N, d.h. also, zwischen O und N, giebt, was mit der früheren Regel 
($.S) übereinstimmt. 
9. 
Setzt man noch immer 


mk--Iin — N 4 


R A r ° ‘ N , ım , . 
und bezeichnel irgend welche der Zahlen die zwischen — N und — N |ie- 
. n Im 


sen und zu N Primzahlen sind, durch N,, so ist ($.17): 


k — nN,— n,N; != m, N—mN.. 


Ist A'm-- Un, A’m- Un die Gruppe durch deren Summation N entstanden 
ist, so hat man 
m(k--K)\-- nt --I)—=N. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit %” und berücksichtigt die Gleichung 
KU ET = 1, 
so findet sich: 


k' k' \ k'm | (K'%K" \ U"n iM == K"'N, 


em. ) (km a Un) N (mod. N ) 
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oder 
k'+k" r = 
_— k'm--Un) = 1 (mod. N). 
’ 
Aus 


k —= nN,—n,N 
folgt aber 
N = ee (mod. N) 
also auch 
N,(k"m--!"n) = 1 (mod. N). 
Nun wurde vorausgesetzt, dafs man die dreigliedrige Gruppe 


km--Un, N, k'm-l"n 


hat, mithin ist die unmittelbar auf N folgende Zahl der Werth von . (mod.N\ ). 
Dies ist ein zweiter Salz von Fäsenstein, zunächst für den Fall be- 
wiesen. wenn N eine Summenzahl ist; woraus sich aber dann von selbst 
ergiebt, dafs er allgemein gültig ist. Denn aus der dreigliedrigen Gruppe, in 
welcher das Mittelglied N Summenzahl ist, entsteht in jeder folgenden Reihe 
mufs, also % = k’m--U"n (mod. N). 
Da km--IUn = — (k'm--U"n) (mod. N) ist. so läfst sich auch 


sagen, dafs die Zahl, welche dem N unmittelbar vorausgeht, der Werth von 


eine Gruppe «@, N, 3, wo @= k'm--U'n-sN und = k"m--Un--tN sein 


_. (mod. N) ist, also (A’m-Un){N— N,)=:1 (mod. N). Mithin ist. 


nach dem bekannten Kunslausdrucke (Disq. ar. 77). N, der numerus socius 
von k"’m-+!"n und N — N, der numerus socius von k’m--!n. 


0. 


Nach $.16 kommt in der Entwickelung (1,2) jede Zahl N so oft 


\ . ’ N 
als Summenzahl vor, als es relative Primzahlen zu ihr zwischen O0 und — 


- 


giebt. Die der Zahl unmittelbar vorausgehenden und folgenden Zahlen bilden 
also das vollständige Restsystem der relativen Primzahlen zum Modulus \. 
Nun ist hier a=1, n=2, also m, —=1, »,==1, und es bedeutet da- 


— und N. Mithin N, —. 


7 - 





her N, jede relative Primzahl zu N zwischen 


} YET || pr Rn 
N—-N<7z; es folgen daher auf N die Zahlen. deren numerus socius 
N 


. . . ® r . - \ 
sröfser als > ist, während die Zahlen, deren numerus socius kleiner als a 


ist. der Zahl N vorausgehen. Dies ist der letzte Kisensteönsche Salz. 
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Nach dem Vorhergehenden ist es leicht ihn zu verallgemeinern. Die 
Entwickelung (1,1) stimmt in der ersten Hälfte jeder Reihe mit der Eni- 
wickelung (1.2) zusammen; in der zweiten Hälfte kommen alle Glieder in 
umgekehrter Ordnung vor. Demnach bilden in der Entwickelung (1,1) so- 
wohl die .% unmittelbar vorausgehenden, wie die unmittelbar folgenden Zahlen. 
das ganze Restsystem der relativen Primzahl zum Modulus N, und zwar in 
der Weise. dals eine vorausgehende Zahl in der ersten oder zweiten Hälfte 
der Reihe vorkommt, je nachdem ihr numerus socius kleiner oder grölser als 


B- ; r 
— ist, während bei den nachfolgenden Zahlen das umgekehrte Verhältnifs 


Statt findet. 

Dies führt zugleich zur Beantwortung einer in diesem Gebiete nicht 
uninieressanten Frage. Da nemlich früher bewiesen wurde, dafs in der Ent- 
wickelung (1.1) jede Gruppe «a, 5 zugleich mit der umgekehrlien db, « in ir- 


r 
“ 
send einer Reihe vorkommt, sobald « und 5 relative Primzahlen sind, und 
zwar nur einmal, so kann man fragen, wie sich entscheiden lasse. ob die 
Gruppe a, Ö in der ersien, oder in der zweiten Hälfte der Reihe vorkommt? 
Die Antwort lautet: das erstere oder das letztere wird Stalt finden, je nach- 


dem der numerus socius von @ nach dem Modulus «-—-5 kleiner oder gröfser 


ad +b 
— 


- 





als ist. Dies in Verbindung mit $. 10 zeigt also, dafs sich für jede 


gegebene Gruppe «a, db bestimmen läfst, nicht blofs in welcher Reihe, sondern 
zugleich in welcher Hälfte der Reihe sie vorkommt. 
Bei der Entwickelung (1,») ist, wie schon bemerkt ($. 18), »,=1. 
n—1 
n 


Primzahlen stehen also unmittelbar vor oder nach N, je nachdem ihr numerus 





n, = n—1; also liegt N, zwischen N und X; die zu N relativen 


” . „> ft N . “ * “ * 
socius kleiner oder gröfser als — ist. im letzteren Falle sind sie zugleich 
2 





ur n—-1 x; . R nt i 
gröfser als - N. Umgekehrt verhält es sich natürlich bei der Entwicke- 


lung (n,1). 
Bei der allgemeinen Entwickelung (m, n) liegt N, zwischen den Gren- 


HM, r mM, r . D . . 
zen ran und = N. Man hat also folgende allgemeine, die früheren speciellen 
{ 


Fälle zugleich umfassende Regel: die zu N relativen Pimzahlen, deren numerus 


h nr m . , + 
socius zwischen — N und —- N liegt. folgen unmittelbar auf N, dagegen 
2 m 
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Bi . . . . Bi‘ 
gehen diejenigen unmittelbar voraus, deren numerus socius zwischen ( —)A 
m 





Nn——n Ei 
und ( —)N liegt. 
i n f 


21. 

Zum Abschlufs dieses Theils der Untersuchung soll noch gezeigt wer- 
den. wie sich finden läfst, in welcher Entwickelungsreihe (m, rn) das Glied 
kın--In als Summenglied gebildet wird; was, wie in ($.15) bewiesen wurde. 
nur in einer bestimmten Reihe Statt hat. Je nachdem k —>! oder k- I! 
kommt dieses Glied in der ersten oder zweiten Hälfte der Reihe vor (8.13). 
Man setze zuerst # >! und nehme an, dafs kım--In die Summe des vor- 


hergehenden Gliedes k'm--!U’'n und des folgenden kA"'m- Un ist. Es ist also 
kKI—kil — 1. 
kKi—kl' — —1. 


und zwar sind in der ersten Gleichung A’ und ?’ in der zweiten A” und /' 
die kleinsten zusammengehörenden Werthe, welche diesen Gleichungen ge- 
4 n u . 1 
nücen. Es sei Fr der Werth des Kettenbruchs « -- — 

0+°-. 


1 


TREE ds, 


Ay: 
und .. der unmittelbar vorhergehende Näherungswerth, mithin 
ik, — — 

und A,. 4, die kleinsten dieser Gleichung genügenden Werthe. Gilt daher 
das obere Zeichen, so seize man X —=%, und "= {,, folglich A" —=k— k.. 
!"—=!—I,, gilt dagegen das untere, so ist A" —=kAk,. !"=4,unddk"—=k—k. 
!’=1-—I,. Da hiernach A und A” bekannt sind. so hat man nur zu fragen. 
in welcher Reihe diese Gröfsen als erste Coelficienten zweier auf einander 
folgender Glieder vorkommen; ist diese Reihe gefunden, so weifs man. dal: 
in der nächstfolgenden km --In als Summenglied vorkommt. Nun bilden die 
ersten Coefficienten der Reihe (m, n), bis zum Mittelgliede dieselbe Reihe wie 
(1,1),-ı ($. 17); man hat also nur zu fragen, in welcher Entwickelungsreihe 
(1.1) die Gruppe A’, A” vorkommt. Dies findet sich aber, indem man den 


hd h' “ . . ® vs . 
Quotienten zw in einen Keltenbruch verwandelt und die um eine Einheit ver- 


minderte Summe der Theilnenner nimmt ($. 10). Ist also diese Summe p, so 
kommen A’, Kk" als erste Coefficienten zweier auf einander folgender Glieder 
in der Reihe (m,n), vor. und mithin das Glied Am--In in der Reihe /m,n),.,. 
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k' k, 


} B—k . . Y . 
Da Ir entweder ey oder 7 — ist. und die Summe der Theilnenner des 
i —R, y 


entsprechenden Kettenbruchs dieselbe bleibt. welchen dieser zwei Brüche man 








in einen Keltenbruch entwickeln mag, so kann man sich immer an den letz- 
teren Bruch halten. Da aber 





een — A4.-— 1 + nf 
hi, Bett. 
1 
nr 
ist. so muls 
a+-d+ "ut —1l=p 
odei 
a+4+ +4,14 4m = pH+1 


sein. Man hal also folgende einfache Regel: 
Um zu erfahren in welcher Entwickelungsreihe (m,n) das Glied 


k . . r 
km + In vorkommt. verwandle man 7 in einen Kettenbruch,. und be- 


rechne die Summe der Theilnenner, dies ist die gesuchte Zahl. 
Im Vorhergehenden wurde A>>[! angenommen, wäre k<l, so 
käme das Glied Am--In in der zweiten Hälfte der Reihe vor, dann mülste in 
der ersten Hälfte das Glied dn-+An vorkommen, und um die Reihe zu finden. 


5 « ° u Pr l 2) “ r 
in welcher das letztere Glied sich befindet, hätte man 7; In einen Ketten- 
v 


bruch zu verwandeln; da es aber in Beziehung auf die Summe der Theil- 


f FE k. i 
nenner vollkommen gleichgültig ist, wenn man stati dessen 7 in einen Kel- 


tenbruch verwandelt, so bleibt die Regel dieselbe wie im vorhergehenden Falle. 
Es folgt hieraus der Satz, dafs das Glied km-+In in der Reihe 
n, a) als Summenglied erscheint, wenn die Gruppe Ak, ! in der Reihe 
I. 1),_ı steht, was sich auch schon daraus ergiebt, dafs diese Summe 
— k--( wird, wenn mn=n=1 ist. 
Da die geraden Glieder in jeder Reihe Summenglieder sind. so hat 
man auch noch den Satz: 


Wenn man die Quotienten des ersten und zweiten Coefficienten 
jedes geraden Gliedes in der Entwickelung (m, n), in einen Keltenbruch 


j 


verwandelt. so giebt die Summe der Theilnenner in allen diesen Ketten- 
brüchen denselben Werth ». 





12. Stern, uber eine zahlentheoretische Funktion 


3. 


Es läfst sich nun ohne Schwierigkeit die Funktion finden, welche fol- 


[IW 
a | 


senden drei Bedingungsgleichungen genügen soll, nemlich 
(a) fimn) = f(m,m-+n)- f(m--n,n) 
wenn m+-n<C4 
(b) fmn) = n 
wenn m-+-n=4, 
(e.) f(m,n) = O 


wenn m-+-n 4, 


2 


wo m und n ganze positive Zahlen sind und 4 eine ungerade Primzahl ist. 
Es wird hierbei zunächst vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen sind. 


Entwickelt man f{m, n) nach der Gleichung (a.). so findet sich 


((m,n) = f{m, m+n)+f(m-n,n) 
— f(m, 2m + n)+f(2m- n,m--n)-+ f{m-+n, m--2n) - f(m-+2n, n) 

u. S. W. 
Schreibt man hier die in jeder Reihe unter dem Funktionszeichen vorkommen- 
den Ausdrücke in der Ordnung, wie sie auf einander folgen, nebeneinander. 
indem man jedoch zwei unmittelbar auf einander folgende Glieder, welche die- 
selbe Form haben, nur einmal setzt, so erhält man 

m, n 

m, mn, n 
m, 2m—n, mn, m- in, n 

u. S. w. 
d.h. man erhält die Entwicklungsreihen (m, n). Umgekehrt kann man also 
aus diesen Entwickelungsreihen die Entwickelung von f(m,n) ableiten, indem 
man sich alle Glieder, das erste und letzte abgerechnet, doppelt geschrieben 


vorstellt. dann je zwei auf einander folgende Glieder unter das Funktions- 
zeichen setzt, und endlich alle hieraus entstehenden Ausdrücke addirt. 


Dies gilt aber nur so lange, als es überhaupt noch erlaubt ist. die 
Funktion f(m, n) nach der Gleichung (a.) zu entwickeln. Sobald man an eine 
Entwickelung gekommen ist, in welcher ein Ausdruck f(km-+-In, k'm--Un) 
sich zeigt, so dafs (k-+k’)m-+(l--U)n==, ist, darf derselbe natürlich nicht 
mehr weiter nach (a.) entwickelt werden, da er vielmehr = (!+!')n ist. Ist 
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aber A-K)m+(l-U)n >, so muls der correspondirende Ausdruck 
fkn-+ In, km-Un)—=0 gesetzt werden, damit den Bedingungsgleichungen 
(b.) und (c.) entsprochen werde. 

Man kann aber jedenfalls, vermöge der Bedingungsgleichung (a.), die 
Entwickelung von f{m,n) so weit treiben, bis man entweder an einen Aus- 
druck f(km--In,k'm--U'n) kommt, der den Werth (!-+!’)n hat. weil 
k--kK)m-(l--U)n=7, oder an einen Ausdruck von dieser Form, der 
—0, also ganz unbeachtet zu lassen ist, weil (k+ A')m-- (!--U)n>4. Der 
Werth von f(m,n) ist also ein vollkommen bestimmter. 

Es sollen auch hier die Gröfsen rn, n die Argumente der Funktion 
f(en,n) heifsen. Man betrachte nun zunächst den einfachsten Fall. wenn 
m—=1,n=?2. Da, eine Primzahl ist, so wird solche in der Entwickelung 
(1.2) so oft gebildet, als es ganze Zahlen zwischen Null und 44 giebt ($.16). 
Jedesmal also, wenn man in der Entwickelung (1,2) an eine Gruppe «, A -— « 
kommt, hat man, dieser entsprechend, in der Entwickelung von f\1,2) statt 
fie, »— eo) den Werth A—e zu setzen. Eine jede solche Gruppe kommt 
aber nur eenmal vor ($.13). Bezeichnet man daher die übrigen Gruppen in 
der Entwickelung (1,2), bei welchen die Summe der zwei Glieder der Gruppe 


’ 


EG .o | cl ! 7 Pr. " 7 ! - » 
— 4 ist, durch @, A—o; @, A—a; u. Ss. w., so muls 


1,2) = h-ati— a +i— a"... 

sein, da die übrigen Funktionen, welche noch in der Entwickelung f{1,2 
vorkommen können, so beschaffen sein müssen, dafs die Summe ihrer Ar- 
sumente gröfser als 4 ist, mithin diese Funktionen = 0 sind. 

Also z. B. wenn man den Werth von f(1,.2) für den Modulus 4 —=5 
sucht, so hat man, der Reihe 1, 3, 2—= (1,2) entsprechend: 
Jetzt kann man in der Reihe 1. 3, 2 die Zahl 2 ganz weglassen; aus 1. 3 
folgt die weitere Entwickelung 1, 4, 3, also f(1,3) = f(1,4)-- f(4,39)=1. 
mithin f(1.2)=6 oder, wenn man nur den Rest nach dem Modulus 5 
berücksichtigt, f(1.2) = 1. Sowie nun hier nur die Zusammenstellungen 
3+-2=5, 1+4=5 zu machen waren, um daraus f(1,.2)=f(3,2)-+/f(1,4) 
zu finden, so sind überhaupt, wenn der Werth von f(1,2) nach irgend einem 
Modulus zu bestimmen ist, nur aus den Zahlen, welche kleiner als dieser 


Modulus 4 sind, alle Zusammenstellungen zu zweien zu machen, so dafs die 
Summe der zwei Zahlen —=4 ist. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, 
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dafs entschieden werden mufs,. welche von den beiden Zahlen in die erste 





Stelle zu setzen ist, da, wenn &-+P==4 ist, es darauf ankommt, ob f(e,)=/ 
oder f{5,e)=e ist. Hierauf ist aber schon früher die Antwort gegeben. 
Denn es wurde nachgewiesen, dals in der Entwickelung (1.2) immer die- 
jenioe der zwei Zahlen @ und 5 in zweiter Stelle steht, deren numerus so- 


cius gröfser als — ist (8.20); mit anderen Worten: in zweiter Stelle stehen 


2 
a a 30 1 
die Zahlen, welche der Congruenz x == — (mod. 4) entsprechen, wo r alle 
' 
+1... u 
oanzen Zahlen von r — bis "= 4A-—1 bedeutet. und man hat mithin 





2 
f(1,2) = E4 (mod. 4). 


wo sich die Summation auf die oben genannten Werthe von r bezieht. 

Es ist nun leicht auch das allgemeine Resultat anzugeben, wenn man 
das. was früher über die Entwickelung (m, n) gesagt wurde. berücksichtigt. 
Soll nemlich f{en, n) bestimmt werden, so hat man nur zu suchen, wie oft 4 
als Summe zweier Ausdrücke von der Form Am--In und Am--!Un darge- 
stellt werden kann, so dafs AU’—A'l=1 ist; jede solche Gruppe giebt, wenn 
in der Entwickelung (»», n) das Glied Am--In zuerst steht, den Theil k'm--Un 
des Werthes von f{m,n). Solcher Gruppen, welche A zur Summe haben, 


’ | . M. 
viebt es aber so viele. als es ganze Zahlen r zwischen den Grenzen er 
f > t 


m . * . . . . 
und —% giebt, die Buchstaben m, und n, in ihrer früheren Bedeutung ge- 
Un i E 


nommen ($. 18). Um noch zu entscheiden, ob km-+In oder k'm-+-!'n zuerst 


stehe. hat man nur zu bemerken. dafs diejenige Zahl in zweiter Stelle steht, 


a N. . m, . ia Ba 
deren numerus socius > —4 und < —4, Setzt man also wieder 2 = — 
”% m r 


(mod. A), so ist 


1 
f(m,n) = =— (mod. 4); 


wo r zwischen den angegebenen Grenzen zu nehmen ist. Dies ist der Küsen- 
steinsche Satz. 

Ist 4 keine Primzahl, so sind von den zwischen den angegebenen 
Grenzen enthaltenen Zahlen nur diejenigen zu nehmen, die relative Prim- 
zahlen zu 4 sind. 

Bleiben die Bedingungsgleichungen (a.) und (c.) dieselben, und man 
hat dagegen statt der Bedingungsgleichung (b.) die andere f(m,n) = F'(n) 

25 * 
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für den Fall m-+-n=4, so bringt dies in der früheren Betrachtung nur die 
Aenderung hervor, dafs jetzt eine jede Gruppe «, ß nicht mehr den Beitrag 
3, sondern F'(P) zum Werthe von f(m,n) liefert. Man hat also 
x 1 \ 
f(m,n) = EFF r (mod. 4). 


’ l 

wo wieder r durch die Congruenz x en (mod. 4) und die Bedingung 
a üb R u ; 

>, nee bestimmt wird. Auch dies hat Kisenstern angegeben. 

N h 

Es wurde bis jetzt vorausgesetzt, dafs m und n relative Primzahlen 
sind; hätten sie einen gemeinschaftlichen Faktor, so müfste f(m,n) für die 
Primzahl A als Modulus immer Null sein, da kein in der Entwickelung (m, n' 
vorkommendes Glied kan--In dem Werthe 7 gleich sein könnte. 


Göttineen. im Juli 1855. 








13. 


Ueber die graphische Darstellung imagimärer 
Funktionen. 
(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 


$. 1. 


Die Art und Weise, nach welcher im barycenirischen Caleül Punkte 


wie Zahlengröfsen behandelt und unmittelbar durch Addition und Subtraction 
mit einander in Verbindung gesetzt werden, sowie die bedeutenden Erfolge. 
welche sich an diese Methode geknüpft haben, berechtigen zu der Vermuthung. 
dafs die Macht und Tragweite jenes Punkt-Calcüls noch gröfser sein würde. 
wenn es gelänge, denselben von den Fesseln, in welche er in Folge des 
jenem Werke eigenthümlichen Ausgangspunktes eingezwängt ist. zu befreien. 
und von Punkten nicht blofs Summen und Differenzen. sondern auch Produkte 
und Quotienten, Potenzen und Wurzeln zu bilden. Glücklicherweise ist abeı 
das letztere Ziel durch die von Gaufs gegebene graphische Darstellung 
imaginärer Zahlen mindestens bezüglich der Punkte einer und derselben Ebene 
bereits erreicht und so liegt der Gedanke nahe, dafs es lohnend sein möchte. 
von dieser breiteren und vervollständigten Basis aus die Geometrie im Sinne 
des barycentrischen Calcüls zu behandeln — ein Unternehmen, welches im 
Fall des Gelingens aufser der Weiterbildung des barycentrischen Caleüls noch 
den Vortheil brächte, dafs die vielfach geahnte, aber noch nirgends durch 
wirkliche Erfolge documentirte Fruchtbarkeit jenes @aufsschen Gedankens. 
sowie auch der innige Zusammenhang desselben mit den Methoden und An- 
schauungsweisen der neueren Geometrie nachgewiesen würde. 

Dals das eben bezeichnete Feld ein sehr dankbares ist, beabsichtigt 
der Verfasser dieses Aufsatzes an einer anderen Stelle ausführlicher nachzu- 
weisen. Hier sei es ihm nur gestattet, einige Betrachtungen, die sich eben 
ohne eine gröfsere Reihe von Voraussetzungen anstellen lassen, auszuführen. 

Die Art und Weise wie die Punkte einer Ebene durch imaginäre Zalı- 
len dargestellt werden, kann zwar als allgemein bekannt vorausgesetzt werden. 
indessen dürfte es zum besseren Verständnifs unserer Anschauungsweise bei- 
tragen, wenn wir unseren Betrachtungen eine kurze Zusammenstellung der 
Hauptsachen, welche hier in Betracht kommen. einleitend vorausschicken. 











222 15. Stiebechk, Geometrische Bedeutung imaginärer Zahlen. 


Wir nehmen zu dem Ende in der gegebenen Ebene nach Belieben 
zwei feste Punkte an, von denen der eine durch Null, der andere durch Eins 
repräsentirt wird und bezeichnen diese Punkte respeclive durch © und 1. 
Die nach beiden Seiten verlängerte Verbindungslinie derselben heifse die 





Hausptachse, der Abstand eines beliebigen Punktes der Ebene vom Nullpunkt 
der radius vector des betreffenden Punktes und der von dem radius vector 
mit der Hauptachse gebildete Winkel der Neigungswinkel. Endlich sei noch 
erwähnt. dafs wir. wenn zwei Linien AB und 4'5’ gleiche Länge und einerlei 
(nicht entgegengesetzte) Richtung haben, dies durch AB== 4'B’ ausdrücken. 
Dies vorausgeschickt, beruht die graphische Darstellung imaginärer Zahlen be- 
kanntlich auf folgenden Voraussetzungen: 


4 1) Unter der Summe B--Ü zweier 
u Punkte 3 und Ü ist derjenige Punkt A zu 
verstehen, welcher so liegt, dafs die von 
| ihm nach dem einen Summanden DB gezogene 
= Linie mit der von dem andern Summanden 
LE. UEFA C nach dem Mittelpunkt gezogenen Linie 
gleiche Länge und einerlei Richtung hat. 


Es ist daher A= B-+Ü, wenn OC= BA oder auh OB= CA. 
2) Unter der Differenz 4 — B zweier Punkte A und B ist derjenige 
Punkt Ü zu verstehen, welcher so liegt, dafs die vom Nullpunkt bis zu ihm 


gezogene Linie mit der von B bis A gezogenen Linie gleiche Länge und 
einerlei Richtung hat. Es ist daher A— B=Ü, wenn BA = 0C. 


. 3) Unter dem Produkt B.C zweier 
7 \ Punkte B und C ist derjenige Punkt A 
if \ zu verstehen. welcher so liegt, dafs 
BE \ Dreieck OJC ähnlich und gleichstimmig 
YA ' OBA, oder auch OIB ähnlich und 
a _>8 gleichstiimmig OC4A sei. 

A - . A . 
| zu 4) Unter dem Quolienten — zweier 
N ai du ll ui Punkte A und B ist derjenige Punkt C 


zu verstehen, welcher so liegt, dafs die 
Dreiecke GBA und OJ/C ähnlich und gleichstimmig sind. 


Aus vorstehenden Voraussetzungen, deren Statthaftigkeit leicht auf ganz 


elementarem Wege nachgewiesen werden kann. sind sodann die den einzelnen 





4 
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Punkten der Ebene zukommenden Zahlen mit leichter Mühe herzuleilen. Man 


gelangt so zu den bekannten Resultaten, dafs ae“ oder a(cosa@ -+isin«). wo 


J ” 





2— y—1, denjenigen Punkt repräsentirt, dessen radius vector gleich « und 
dessen Neigungswinkel « ist; dafs ferner die Zahl «--53 demjenigen Punkt 
zukommt, dessen Entfernung von der Hauptachse (in entsprechendem Sinne 
senommen) gleich 5 ist und dessen orthogonale Projektion auf die Hauptachse 
die Entfernung « vom Nullpunkte hat u. s. w. Wird ein Punkt unter deı 
Form ae“ gegeben, so werden wir e“ den Richtungscoeffieienten dieses Punk- 
tes nennen. Den Begriff der Potenz und Wurzel, welcher aus 3) leicht her- 
zuleilen ist, übergehen wir der Kürze halber und begnügen uns. in den 
beiden folgenden Paragraphen noch einige einleitende Bemerkungen an Vor- 


stehendes zu knüpfen, welche sich auf Gleichungen zwischen Punkten beziehen 


$. 2. 

Jede Gleichung zwischen Punkten z.B. A=B ist der Ausdruck für 
die Identität zweier Punkte. Da nun aber zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes in einer Ebene zwei melrische Bestimmungen gehören. so sind auch 
in jeder Gleichung zwischen Punkten zwei metrische Bestimmungen ent- 
kalten, welche daher in jedem einzelnen Falle zu entwickeln sind. Hat man 
z. B. die Gleichung A— B=C—D, so liegt hierin. dafs AB ÜD: die 
beiden in der gegebenen Gleichung enthaltenen melrischen Bestimmungen be- 
stehen also darin, dafs einestheils AB = CD, anderntheils die Winkel. unter 
welchen die Linien AB und ED gegen die Hauptachse oder auch eine be- 
liebige andere Linie geneigt sind, einander gleich sind. Um ein für spätere 
Untersuchungen wichtiges Beispiel anzuführen, wollen wir versuchen die bei- 
den in der Gleichung 

1 
a 
liegenden metrischen Bestimmungen zu entwickeln. 
Zieht man zu dem Ende, wenn 








AYB in nebenstehender Figur 3 % 2 LM 
beliebige Punkte der Ebene sind. a7 
OL = YA und OM=BY, so it # Zen 2 
L=A—-Y ud M=Y-B, folg- 2 / 
lich u 2 Ist daher X ein kN / N ca 
Y—B M 5 j + Seal 


Punkt, welcher so liegt, dafs Dreieck z/- 
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LOMN XÄOL, so ist X —= ji — vn Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
VA OL ey . a . OL 

iolgt aber, dals ZT = yy;, oder, da Ol die Lüngeseinheit ist, GA — 97: 
da aber OL —= YA4 und OM=BFY, so ist 0X— 47. d. i. die eine me- 


'rische Bestimmung. Andrerseits folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke, dafs 
/10X = /MOL; es ist aber, da OL mit Y4 einerlei. OM mit YB 
entgegengesetzte Richtung hat, ZMOL—=?2R— AYB, folglich auch 
/1IX=2Rk —AYB, d.i. die zweite melrische Bestimmung. An der 


Gleichung x— 9, liegen also die beiden metrischen Bestimmungen 
0X— 4, und ZIOX—=2R— AYB. Man kann hieraus die Lage des 
> 


Punktes X leicht ohne Hülfe der Punkte ZL und 7 ermitteln. Ist z. B. 
/AYB=2#R und AY=YB, also Y der Mittelpunkt von AB, so ist 
OX—1 und ZIOA=0; der Punkt A fällt also dann nach J, und es ist folg- 


A- x > HL, 
lich Y 4 — 1. Aus letzterer Gleichung folgt aber wieder Y = nn Wir 


R ’ . A-+b . 
entnehmen hieraus, dafs allgemein —— Ausdruck des Mittelpunkts der 
geraden Strecke AB :st. 











A—} C—Z 


VB 3 folgen die metrischen 


Zusatz. Aus der Gleichung 


jesliimmuneen 


AY UZ 
(1.) BT 2° 


(2) ZAYB = ZUZD 
der AYBN CZD. 
$. 3. 

Schlielslich sei es uns erlaubt, noch einer Methode Erwähnung zu thun. 
von welcher wir hie und da bei Längen- und Flächenbestimmungen Gebrauch 
machen werden. Ist nämlich ein zusammengesetzter Ausdruck gegeben, wel- 
cher aufser ? nur reelle Zahlen enthält und den wir durch #'(2) bezeichnen 
wollen. so erhält man den diesem Ausdruck entsprechenden Punkt P durch 
eine Reihenfolge von Constructionen, welche die jedesmalige Beschaffenheit je- 
nes Ausdrucks bedingt, aus lauter Punkten der Hauptachse (den Repräsentanten 
jener reellen Zahlen) und dem Punkte .J, nämlich dem Repräsentanten von 2. Setzt 


man nun —2 statt 2 in F'(2). so erhält man den Punkt F(—:?)=P offenbar 


aus denselben Punkten der Hauptachse und aus J’ (dem Repräsentanten von 





Air 
ST u. 
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— 2). also dadurch, dafs man dieselbe Construction auf der enigegengesetzien 
Seite der Hauptachse ausführt. Hieraus folgt, dafs die Punkte P und P zur 
Hauptachse symmetrisch, nämlich in gleicher Entfernung von derselben und 
in ein und derselben Normalen zu ihr liegen müssen. Setzt man nun insbe- 


sondere P= Fi?) =ae" —=a(cose- sine) und folglich P=F( — !d)— ae” 


J 


= a/cose —?sine). so sind hiedurch zugleich folgende Gleichungen bedingt: 


(1.) PP = a, 
(2) ar 
(3.) AiE — 4c0sa, 
(4.) rund — asine. 


Stellen wir uns elwa die Aufgabe, wenn P und Q@ zwei beliebige 
Punkte der Ebene sind, den Flächeninhalt des Dreiecks POO zu ermitteln. 
so wird derselbe, wenn P= ae“ und Q = be” gesetzt wird. zunächst durch 
1 ab sin (a — 9) = %(asin@.bcosß — wcosa.bsin/7) ausgedrückt werden kön- 
nen. Setzt man hier für acos«, bcos/, asin«a, dsin”® die diesen Zahlen 
nach (3.) und (4.) entsprechenden Ausdrücke, so erhält man 








p P—-P 040 P+P 0-0 
A — ‚| BE = Er DEREN: ! ‚ = < a 
00 u. 21 2 2 2 | 


woraus man leicht erhält 
Bi... 
5.) APOQO — aim © 
[4 
Um ein zweites Beispiel der Anwendung zu 
seben. wollen wir uns vornehmen, den bekannten A 
Stewartschen Satz zu beweisen. nach welchem. 
wenn B ein beliebiger Punkt der Seite DE des 
Dreiecks ADC ist, die Gleichung 
AD’.BC-+ AC’.BD— AB. DC = DB.BC.DC Be 
Statt hat. 
Wir verlegen zu dem Ende D in den Nullpunkt. B und Ü in die 
Hauptachse. Es seien nun A die dem Punkte A, und 0. d, e die den Punk- 


ten D, B, Ü resp. zukommenden Zahlen. Alsdann ist dem Obigen gemäls 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 5. 29 
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4A.A Ausdruck für DA’, 
(A—b)(A— b) Ausdruck für B4’, 
(A—c)(A—c) Ausdruck für CA?. 
Ferner sind 5, ec, e—b die resp. Ausdrücke für die Längen DB, DC, BC. 
Es wäre also nur die Gleichung 
A. 4(c—b)+(A— c)(A—c)b—-(A—b)(A— b)e = be(ic—b) 


zu beweisen. deren Identität auf der Hand liegt. 


Von den geometrischen Funktionen. 
. Von den Funktionen einer Variabeln. 

Denkt man sich einen aus den beliebig in der Ebene liegenden Punkten 
A, 4, B, C.... beliebig zusammengesetzten Ausdruck (z. B. A+-BX-+CXA?), 
welchen wir allgemein durch FA, A,B,C...) bezeichnen, so wird durch 
denselben eine Construction bedingt, mittelst deren man aus den als bekannt 
angenommenen Punkten X, A, B,C ... zu einem neuen Punkte gelangt. 
welchen wir durch Y bezeichnen wollen. Setzen wir demnach 

r = FLAB”...) 

und seien die Punkte A, B, Ü... fest, der Punkt X aber verändere seine 
Lage, so wird auch Y seine Lage verändern. Beschreibt also X eine be- 
liebige Bahn, so wird sich auch Y in einer Bahn bewegen, und zwar in 
einer solchen. welche abhängig ist von der vom Punkte X durchlaufenen Bahn. 
Wir werden daher A den sich unabhängig bewegenden Punkt, Y den sich 
abhängig bewegenden Punkt nennen. Jeder bestimmten Lage des Punktes X 
entsprich! eine bestimmte Lage des Punktes Y; beschreibt daher X und folg- 
lich auch # eine Curve, so entspricht jedem bestimmten Punkte der ersteren 
Curve ein bestimmter Punkt der andern Curve. Zwei sich in dieser Weise 
entsprechende Systeme von Punkten oder Curven nennen wir verwandt, und 
es ist unsere Äbsicht, den gemeinsamen Charakter aller Verwandtschaften, 
welche auf diese Weise dargestellt werden können, zu ermitteln. Wir 
bemerken hierbei noch, dafs das Abhängigkeits- (Verwandischafts-) Verhält- 
nifs der Punkte A und Y auch durch eine Gleichung von folgender Form 
F(Y,X,A,B,C...)=0 dargestellt werden kann, in welcher sowohl X als 
unabhängiger und Y als abhängiger, als auch Y als abhängiger und X als 
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unabhängiger Punkt betrachtet werden kann. Denken wir uns nun die Ver- 
wandischaft der beiden Systeme mit Weglassung der festen Punkte einfach 
durch die Gleichung Y== F'(A) ausgedrückt, und seien A’, X”, X" drei 
einander unendlich nahe, nicht in gerader Linie liegende Punkte des Systems 
A; Y', Y", Y” ... die jenen entsprechenden, also ebenfalls einander un- 
endlich nahen Punkte des Systems Y, und bezeichnen wir den Differential- 








quotienten 2 durch #"(X), so ist offenbar 
Y" —- Y' = (AX"—-A')F (A), 
- _—_ Y' BEE (X"_—A')F' zy ) 
lolglich 
Y' Erw Y' A 2 x’ 
Be ee 
Aus letzterer Gleichung folgen aber (nach $.2. Zusatz) die beiden metrischen 
Bestimmungen: 
y'y' Xr.xX' 
(1.) Y' yY'" Bes: AÄ'XxX! ? 


(2 ) wa zz zımn Eee / u. Y' we 
Demnach sind auch die Dreiecke A’X"’AX” und Y’Y’Y’" ähnlich 
(und gleichstimmig). Wir gelangen somit zu folgendem allgemeinen Resultate: 


Je zwei einander nach der Gleichung Y=HFL[Ä) verwandte endliche 
Figuren sind in ihren kleinsten Theilen einaider ähnlich *). 
Dasselbe gilt natürlich auch von jeder durch die Gleichung FA, Y)=0 


ausgedrückten Verwandtschaft, weil letztere Gleichung stets auf die Form 
Y=— F'(X) gebracht werden kann. 

Schneiden sich nun zwei zum System A gehörige Uurven in einem 
Punkte Ä’ und folglich die zu dem System X gehörigen, jenen enisprechen- 
den Curven in dem entsprechenden Punkte I’, so sind offenbar die Durch- 
schnitiswinkel der sich in A’ und Y’ schneidenden Curven einerlei mil 
denen. welche die zwei in X’ oder Y’ zusammenstoflsenden Elemente deı 
einen und der andern Curve mit einander machen. Da nun aber, wie eben 
bewiesen wurde, die einander entsprechenden Figuren in ihren kleinsten 
Theilen ähnlich sind, so folgt hieraus der Satz: 





=) Man vergleiche hiemit: Gaufs, Allgemeine Auflösung der Aufgabe: die Theile 
einer gegebenen Fläche so abzubilden, dafs die Abbildung dem Abgebildet« ten in den klein- 
sten Theilen ähnlich wird (Art. 8), in Schumachers astronomischen Abhandlungen, Heft 3 


29 * 
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Findet zwischen zwei Figuren die Verwandtschaft Y=F(A) 
Stall, so müssen sich stets je zwei sich schneidende Curven der einen 
Fiyur unter denselben Winkeln schneiden, wie die entsprechenden Curven 
der andern Fiyur. 


Wir werden daher die unter der Gleichung Y=FA) oder auch 
FA,»)==0 enthaltenen Verwandischaften 2sogonale Verwandischaften 
nennen. Unter ihnen hat man überhaupt bis jetzt erst zwei in Untersuchung 
gezogen, nämlich die Verwandtschaft der Aehnlichkeit (Y—=A-+BÄ) und 
E 7. 
die Kreisverwandtschaft (} — u ). 
CLDA 


\Wir werden aber auf die specielle Erörterung mehrerer der einfach- 
sten Verwandischalten erst späler eingehen können. Vorläulig bemerken wir 
nur, dafs diejenigen ısogonalen Verwandischaften besondere Beachlung ver- 
dienen, für welche, wenn sie durch die Gleichung FA, Y)=0 gegeben 
werden, FA, Y) eine symmetrische Funktion von X und Y ist. Da näm- 
lich in solchen Funktionen die Variabeln mit einander vertauscht werden 
können, so ist das Entsprechen ein involutorisches. Wir werden daher solche 
Verwandischaften involulorische isogonale Verwandischaften nennen. 


S. 2. 

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Entwicklung läfst sich zu- 

gleich die Bedeutung herleiten, welche der Differentialquotient F’(A) bezüg- 
lich der Verwandtschaft = FA) hat. Sind nämlich wieder A’ und X” 
zwei einander sehr nahe Punkte in X, Y’ und Y” die ihnen entsprechen- 





den in Y, und lassen wir X” sich um X’ in einem Kreise bewegen, so 
wird sich in Folge der oben bewiesenen Aehnlichkeit der kleinsten Theile 
auch Y” um Y’ in einem Kreise bewegen. Es ist dann fortwährend 





F' , % ur r— r' 
— 4 \ A. — xrr_x' . 
In dieser Gleichung liegen aber, wenn wir F’(X')=P setzen, folgende 
metrische Bestimmungen 
Y' Y'" 
we 
U) 2 PR, = sms 


d.h. der Radius vector des Differentialquotienten FE'(AÄ') giebt für die 
Verwandtschaft Y= FAX) das Verhältnifs der Halbmesser zweier ein- 


ander entsprechenden Klementarkreise an. 
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2) Ist « die Richtungsdifferenz von Y’Y” und X’X”, so is! 
/I0P — u, 
d.h. der Richtungscoeffictent des Differentialguotienten gteb! durch sein 
Argument den constanten Richtungsunterschied je zweier entsprechender 
Halbmesser in zwei entsprechenden Elementarkreisen an. 

Hieraus folgt u. A., dafs Y—= A--BA die Verwandtschaft der Aehn- 
lichkeit ist, weil hier #"(X) constant ist. Beschreibt daher X eine beliebiee 
Curve, so beschreibl A+-BAÄ eine ihr ähnliche Curve. 

$. 6. 

Aus dem Vorstehenden folgt, dafs zwei Punkten X’, X” eines 
Elementarkreises in A, welche einander diametral gegenüberstehen. zwei eben 
solche Punkte #”, Y’” in dem entsprechenden Elementarkreise entsprechen 
müssen. Geht daher in X ein sich geradlinig bewesender Punkt von A” 
über X’ nach X”, so bewegt sich der ihm in Y entsprechende Punkt von FF” 
über Y’ nach Y”. FJhbervon ist jedoch der Fall ausgenommen, in wel- 
chem ÖP, der Radius vector von F'(X'), =0 und mithin E'(X') selbst 
— (0) öst. In diesem Falle ist nämlich der Radius des Elementarkreises in } 
gleich Null, oder genauer ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung. Wäh- 
rend nämlich die Punkte X”, X’ von A’ aus nach entgegengesetzter Rich- 
tung hin liegen, liegen dann die Punkte Y” und Y”’ von Y’ aus nach 
einerlei Richtung hin. In der That nämlich ist nach dem Taylor’schen 


Lehrsatz: 











. Y r | I A’ y, Be A'—. ar vr rr 

Y" = FIX) IF (X) \ pe (x) 

ım Y 7 Am - 4 ‚u ö !\ a“ - ka vr rr 
Y"—= F(X')-+ 1 4 (A’)+ = | a: ee 


Ist nun unserer Annahme gemäfls A’ der Mittelpunkt von XXX", so dals 
m 
A’). und ist 


r pw < Pr vw” vr 
also nach $&.2 A’ — BuRT ode A" — X —= — (X 


F'(X') nicht — 0), so ist es erlaubt, schon das zweite Glied der Reihe zu 





vernachlässigen und man erhält dann durch Addition obiger Gleichungen 
Y"+rY"=2F(X)=2[/,' ode Y'= eh; d.h. Y’ liegt in der 
Mitte von Y"Y"'. Ist dagegen F’(ÄX') j 
Taylor’schen Reihe mit in Betracht und es ist dann. da X" — X — —_(X"— X 
und eben deshalb (X"— A’ — (X"— X’) ist, 

Er u Be 





\ 


0, so kommt das zweite Glied der 
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Sonach mufs der Bewegung des A von X” über X’ nach A”, eine Be- 
weeung des Y von Y” nach Y’ und dann wieder zurück nach Y” ent- 
sprechen. Wir erhalten somit folgenden Satz: Stehen zwei Figuren ın 
der Verwandtschaft Y==F(Ä), und giebt es einen in endlicher Ent- 
fernung liegenden Punkt X, für welchen F'(X') — 0, so entspricht jeder 
in A durch X’ gehenden geraden Linie eine solche Curve in Y, welche 
in dem dem X' entsprechenden Punkte F(AÄ')—= Y’ einen hückkehr- 
punkt hat. 

Wir wollen nun jeden Punkt des Systems Y, welcher dem Vor- 
stehenden gemäfs ein Rückkehrpunkt jeder bis zu ihm gehenden Curve ist, 
einen Brennpunkt des Systems Y nennen. Es versteht sich von selbst, 


dafs auch das System Ä Brennpunkte haben kann, für welche dann die Glei- 


oA a ’ ; E 
chung 5 —(0 gelten mufs. Bei jeder involutorischen isogonalen Verwandt- 
7 





schaft haben offenbar beide Systeme gemeinschaftliche Brennpunkte. 
Beispiele. 1) Für die Verwandtschaft Y== X’, welche wir eine 





parabolische nennen, ist —0, wenn X=0. Ist aber Ä=0, so ist 


Ö 
oA 
auch Y»==0. Demnach hat das System Y bei der Verwandtschaft Y — X’ 
einen Brennpunkt und dieser ist der Nullpunkt. Alle Curven in Y, welche 
seraden Linien in ÄX entsprechen, sind nämlich, wie gezeigt werden wird. 
Parabeln. welche confocal sind und den Nullpunkt zum gemeinschaftlichen 
Brennpunkt baben. 


2) Für die Verwandtschaft der Aehnlichkeit Y=A-BA ist FX—=B, 





also nicht — 0, sofern nicht 3 = 0, welcher Fall aber nicht statthaft ist, da 
sonst Y = A, also constant sein würde. Bei dieser Verwandtschaft giebt es 
daher keinen Brennpunkt. 

3) Für die (involutorische) Verwandtschaft A’+ Y’—=1 ist 
ol Ä . 
rt rn welcher letztere Ausdruck nur für den endlichen Werth O 
3 ‚Tr: 


von A gleich Null wird. Für X=0 ist aber Y= +1. Diese Verwandt- 
schaft hat also zwei Brennpunkte, welche nach / und /’ fallen. Je zwei 
einander nach dieser Verwandtschaft entsprechende Punkte sind, wie wir sehen 
werden, immer Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser einer Ellipse. deren 
Brennpunkte nach Z und Z’ fallen. 


4) Für die Verwandtschaft Y = cosam Ä (mod. %k). ist I — 


— sınam X. JamÄ, Ist nun snam X —=0, so ist csam Ä= +1: ist da- 
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u Wi : | 
gegen Jam X—0, so ist cosam Ä—=+--- Diese Verwandtschaft hat also 
[7 
| ‚Mi hi 
die 4 Brennpunkte +1, —1, Typ FF denen. wenn k<_ 1. nur 
: v t 


zwei in der Hauptachse liegen. Ist A=0 und folglich Y— cos X, so blei- 
ben nur noch die Brennpunkte +1. Diese letztere Verwandtschaft (welche 
man die elliptisch-hyperbolische nennen könnte) wird auf den letzten Seiten 
dieses Aufsatzes näher erörtert werden, der allgemeinere Fall Y — cosam X 
(mod. k) aber besonders zu behandeln sein. 


$. 7. 


Setzen wir wieder die Verwandtschaft Y= FA) und nehmen an. 
dafs sich A in der Hauptachse bewege, also fortwährend reell sei, so wird F 
die der Hauptachse entsprechende Curve beschreiben. Wir werden aber den 
Vorbehalt, dafs X reell bleibe, dadurch ausdrücken, dafs wir .r statt Ä schrei- 
ben. Somit ist F'(x) überhaupt Ausdruck einer Curve und zwar derjenigen. 
welche bei der Verwandtschaft Y= FA) in dem System Y der Haupt- 


achse in A entspricht. Sind nun P=xr und P'=r--ür zwei einandeı 
unendlich nahe Punkte der Hauptachse, und entsprechen denselben die im 
Allgemeinen einander ebenfalls unendlich nahen Punkte GB = F(.x) und 


0'—=FX(x=-+0x), so können offenbar die Linien PP’ und QO’ als ent- 
sprechende Halbmesser in entsprechenden Elementarkreisen betrachtet werden. 
und es ergiebt sich demnach aus $.5, dafs 

1) der Radius vector von F"’(x) für die Curve F(x) das Verhält- 
nifs der Länge eines beliebigen Curvenelements zu der Länge des ihm ent- 
sprechenden Elements der Hauptachse (nach $.5,1)). 

2) der Richtungscoefficient von F"(x) die Neigung des betreffenden 
Curvenelements gegen die Hauptachse, also die Tangentialrichtung (nach 
$.5. 2)) angiebt. 

In Bezug auf 1) bemerken wir, dafs wenn wir den unabhängig sich 
bewegenden Punkt x sich so in der Hauptachse bewegen lassen, dafs er im 
Zeilpunkte x auch die durch diese Zahl ausgedrückte Entfernung vom XNull- 
punkte hat, dafs also seine Geschwindigkeit constant, nämlich —1 ist, und 
Ox zugleich als Differenzial der Zeit betrachtet werden kann, — offenbar 
F(2--02)— Fix oder öx.F"(x) das dem Zeitincremente ©. entsprechende 
Increment der Curve und folglich F’(x) die Geschwindigkeit in dem be- 
treffenden Punkte der Curve bezeichnet. Wir werden also sagen können: 
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ist Y= F(x) Ausdruck einer Curve, so giebt F"(x) durch 
seinen Radius vector die Gröfse und durch seinen Richlungscoefficienten 
die Richtung der Geschwindigkeit des sich abhängig bewegenden Punktes 
an der betreffenden Stelle der Curve an, so fern man annimmt, dafs 
der unabhängige Punkt x sich in der Hauptachse mit der constanten Ge- 
schwindigkeit TI bewegt. 

Hieraus läfst sich aber ableiten, dafs der Brennpunkt des Systems 
F bezüglich der Verwandischaft Y= FA) zugleich Brennpunkt der Curve 
Fix) ist. Da nämlich der Differentialquotient #’(x) durch seinen Richtungs- 
coeffieienten die Tangentialrichtung angiebl, so ist, wenn wir den von der 
leizieren mit der Hauptachse gebildeten Winkel durch Y bezeichnen und F"(Ä) 


auf die Form p +9 bringen, offenbar tang y = Ist nun #’(X’)—0 
und folglich auch ytg = 0, so ist tngpy=+i. Dies stimmt aber mit der 


von Plücker gegebenen Definition überein, wonach die Brennpunkte die- 
jenigen Punkle in der Ebene einer Curve sind, von denen sich imaginäre 
Tangenten an die Curve ziehen lassen, welche mit einer beliebigen Geraden 
Winkel bilden. deren trigonometrische Tangenten den Werth +2 haben *). 
Wir sind sonach im Stande, auf die leichteste Weise die Brennpunkte einer 
segebenen Curve zu finden. Fst nämlich Fr) die vorgegebene Curve und 
sind A, X", A"... de Wurzeln der Gleichung E’{X)=0, so sind 
FA). FIX"), FAX")... die Brennpunkte der Curve. Hierbei ist 
jedoch vorausgesetzt. dals A’, A", X"... in endlicher Entfernung liegende 
Punkte sind, 


} 
Zusatz. Da uns die Untersuchung der Gleichung 2 = -0 zu den 


Brennpunkten geführt hat**), so entsteht naturgemäls die Frage nach dem geo- 
melrischen Orle derjenigen Punkte in Y und A, für welche der Radius vector 
BE” h i a r 
>y einen bestimmten constanien Werth p hat. für welche also das Ver- 
O. 





von 


*) Es dürfte nicht ohne Interesse sein, die durch unsern Punktcaleül bedingte Auf- 
fassung dieses Gegenstandes mit einem Aufsatze des Herrn Prof. Kummer im 35ten Bande 
dieses Journals zu vergleichen, in welchem derselbe Gegenstand auf dem gewöhnlichen 
Wege der analylischen Geometrie behandelt worden ist. 


“*) Auch die Betrachtung des zweiten Differentialquotienten führt zu bemerkens- 
werlhen Eigenschaften der sogenannten Verwandtschaften. Der Raum gestaltet mir nicht, 
folgendes neue allgemeine Gesetz herzuleiten: Schneiden sich mehrere confocule Cur- 
ven derselben Art in einem Punkte, so haben die Krummungskreise jener Öurven 


in diesem Punkte anfser letzterem noch einen Punkt gemein und bilden also ein 
System von Ühordalkreisen. 
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hältnifs der entsprechenden Elementarkreise ein und dasselbe ist. Sei daher 
eine Verwandtschaft durch die Gleichung 


Ü—= F(XYr)=0 
gegeben, so folgt zunächst aus ihr, dafs 


au , ou oY 


7 > 





. oY h 
Soll nun der Radius vector von ax constant sein. so brauchen wir nur 
OÖ: 


oY v2 ri i k .. ® . . “ 
zy pe” zu selzen, wo p conslan! und v veränderlich angenommen wird. Es 
Oz 
werden daher alle Punkte in A und Y, welche gleichzeitig den Gleichungen 

(1) un I 

U , au‘, 
11. = + — pe" — 0 
(H.) ax ar! 


entsprechen, die Eigenschaft haben, dafs das Verhältnifs der Halhmesser ent- 
sprechender Elementarkreise in diesen Punkten =p ist. Liegen daher diese 
Punkte in stetigen Curven, wie es in der That der Fall ist, so müssen auch 
je zwei entsprechende Bogen dieser Curven in dem constanten Verhältnifs 
p stehen. Man erhält aber offenbar jene Curven, wenn man A und Y aus 
den Gleichungen (I.) und (I1.) entwickelt. wodurch man Ausdrücke von 
der Form | | 

A = g(pe"), 

Y=— w(pe") 
erhält, in welchen » variabel zu denken ist. Wir erhalten somit folgenden 
zu einer Menge merkwürdiger Relationen führenden Satz: 

Ist U eine complexe Funktion von X und Y, und entwickelt man 

X und Y aus den Gleichungen 





| 


0, 


Ay), i 


ax tar” 


so dafs man Ausdrücke von der Form 


| 


X — o(pe"), 

Y = w(pe‘) 
erhält, so sind y und w, wenn man p als constant und v als variabel 
annimmt, Ausdrücke solcher Curven, deren entsprechende Bogen ın dem 


constanten Verhältnifs 1:p stehen. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 30 
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Die betreffenden Curven sind im allgemeinen geschlossene Curven, 
welche in beiden Systemen um die Brennpunkte (für welche y—=0 und py=x) 
herumgehen. Beispiele hierzu können für jetzt noch nicht gegeben werden. 





$. 8. 
Nach dem vorhin Gesagten stellt, wenn Y=F“z) und Y’—=F(r-+0r) 
und mithin — —F’(x)=P gesetzt wird, OP die Gröfse und Richtung 


der Geschwindigkeit von Y dar. JP ist aber selbst ein sich nach dem 
Gesetze P = F"’(x) bewegender Punkt, und wenn dieser am Ende der 
Zeit z--ÖOx sich in P’ befindet, so hat man P'=F"’(x=-+0x), folglich 
pP'—P 
Or 
selzt, OQ die Richtungsgröfse der Geschwindigkeit von P, d. i. der Geschwin- 
digkeit, mit welcher sich die Gröfse und Richtung der Geschwindigkeit von 
Y ändert; folglich drückt @ die Beschleunigung von Y aus. Setzt man 
dieses Räsonnement fort, so gelangt man ebenso zu dem Resultate, dafs F'"'x 
die Richtungsgröfse der Geschwindigkeit der Beschleunigung Q = F”’(x) aus- 
drückt etc. Wir können dies (vergl. in dieser Beziehung den Aufsatz von 
Möbius im 36°" Bande dieses Journals: „über die phoronomische Deutung 
des T’aylorschen Theorems) so ausdrücken: Ist #'(x) der Ausdruck für die 
Bewegung eines sich in der Ebene bewegenden Punktes Y, so ist F’(x) 
die Gröfse und Richtung der ersten Geschwindigkeit, #'"(x) die Gröfse und 
Richtung der zweiten Geschwindigkeit ete., F*(x) die Gröfse und Richtung 
der n'“" Geschwindigkeit des Punktes Y. 





—F”"(x), und es ist, wenn man diesen neuen Punkt #"(z) = Q 


Entwickelt man daher den Ausdruck F(x’+x) nach dem Taylor- 
schen Lehrsatz in eine nach den Polenzen von x geordnete Reihe und bricht 
man diese Reihe mit dem (n--1)"" Gliede ab, so erhält man den Ausdruck 
derjenigen Bewegung, welche der Punkt Y annimmt, wenn am Ende der 
Zeit x’ die n'* Geschwindigkeit auf einmal constant wird. Ist 2a =2, so er- 
hält man auf diese Weise F'(x’)-x.F”(x') als Ausdruck einer gleichförmigen 
Bewegung in der im Punkte #'(z’) an die Curve gelegten Tangente. 


8. 9. 


Sowohl zum besseren Verständnifs des Vorhergehenden, als auch weil 
es der Gang der Untersuchung erfordert, wollen wir jetzt einige der einfach- 
sten Funktionen disculiren. Wir bemerken aber vorher, dafs ein und die- 
selbe Curve auf verschiedenartige Weise ausgedrückt werden kann. Ist nämlich 
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f(x) eine beliebige reelle Funktion, so sind offenbar F(x) und F(f(«)) zwei 
Ausdrücke einer und derselben Curve. Denn setzen wir f(x) = x, und fole- 
lich #(f(x)) = F(z), so beschreibt der unabhängige Punkt z in F2) die- 
selbe Linie wie der unabhängige Punkt x in Fix). Demnach mufs auch der 
durch die Funktion #' ausgedrückte abhängige Punkt in beiden Fällen ein und 
dieselbe Curve beschreiben. Diese Bemerkung ist aber für die Curven sehr 
wichtig, weil aus ihr hervorgeht, dafs man ein und dieselbe Curve als zu den 
verschiedenartligsten isogonalen Verwandischaften gehörig auffassen kann. Es 
ist nämlich #(x) Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandischafi 
Y=F(Ä) für das System Y der Hauptachse in X entspricht. Dagegen 
ist F(f(x)) Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandtschafi 


Y=F(f(X)), wo also f(Ä) 


J 


nicht mehr reell zu sein braucht. bezüglich 
Y der Hauptachse in Ä entspricht. Je nachdem also die Curve als zu der 
einen, oder der andern Verwandtschaft gehörig betrachtet wird, werden sich 
verschiedene Eigenschaften derselben offenbaren. So ist z.B. e*“ Ausdruck 
des mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. Er entsprich! 
also bei der Verwandtschaft Y— e* in Y der Hauptachse in A, oder auch. 
wenn man will, bei der Verwandtschaft der Identität Y= X dem mit der 
Längeneinheit als Halbmesser um den Nullpunkt beschriebenen Kreise. Setzi 


man nun in 








u Fi 
1 — lang” — + 2rlang — 
0” == tt ar 
l P 2 
1 --tano* — 
r 2 
. Sn. 9. Bm > 
. A P a arı xt 
einfach x statt tang—. so erhält man -; oder ——— als Ausdruck 
B 1+x I-.ıı 
desselben Kreises. Demnach ist der mit O/ um @ beschriebene Kreis zu- 


. . . . . ur 1— Xi .. . 
gleich derjenige, welcher bei der Kreisverwandtschaft Y— IX bezüglich 
AL i 


Y der Hauptachse in X entspricht. 

Läfst man übrigens « zugleich die Zeit bedeuten, so enispricht der 
Transformation F'x) in F(f(x)). oder auch der Transformation F(f(x)) 
in F(y(&)), wo f(x) und (x) reelle Funktionen sind, offenbar eine Ver- 
änderung der Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden Punktes. 

$. 10. 

Aufgabe. Gegeben sei eine algebraische rationale ganze Funktion 

vom 1°" Grade A+Bx (wo A und B beliebige feste Punkte der Ebene 


sind); man soll die durch diese Funktion dargestellte Bewegung ermitteln. 
i 30 * 
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14+B.2 , Auflösung. Man setze A4+Bx=Y, so ist 
IE — BD; also ist die Geschwindigkeit von Y nach 
4-B.ı  Gröfse und Richtung constant und wird durch OB 
vorgestell. Da nun aufserdem Y in A ist, wenn 
x in ©, so bewegt sich der Punkt Y in der 
Parallelen, welche durch A mit OB gezogen wer- 
den kann, und zwar ist der am Ende der Zeit x 


durchlaufene Weg = OB.x. 











74 

Zusatz 1. Da miltelst der Form 4-+ Bx alle in der Ebene liegenden 
geraden Linien ausgedrückt werden können, so ist, wenn #' eine beliebige 
Funktion bedeutet, #(A--Bx) der allgemeine Ausdruck aller derjenigen 
Curven, welche bei der Verwandischafi #°= F'(Ä) in dem System Y gera- 
den Linien in ÄX entsprechen. 


Da man nun die Brennpunkte der Curve #(A-Bxr) findet, wenn 
„ua u OF(A+ BA) 
man die Wurzeln der Gleichung — — —0 in F(4-Br) für x ein- 
| 7 


setzt und da man offenbar dieselben Punkte erhält. wenn man die Wurzeln 
IF(X ; a „ol(A+Br) . x 
220 in F(X) einsetzt, weil a et ir sm 
oA o(d-+Br) oXx 


ist, so müssen die Brennpunkte des Systems Y bezüglich der Verwandischafi 
Y= FA) identisch sein mit den Brennpunkten der Curve F(A-+ Ba). 











der Gleichung 


Wir erhalten somit den Salz: 
Stehen zwei Figuren in der isogonalen Verwandtschaft Y= IX). 
so sind alle Curven der einen Figur, welche geraden Linien der 
andern Figur entsprechen, confocal und zwar haben sie die zu die- 
ser Verwandtschaft gehörigen Brennpunkte zu ihren Brennpunkten, 
wobei zugleich daran erinnert werden kann, dafs auch die Winkel, unter 
denen sich die confocalen Curven schneiden, gleich sein müssen den Win- 
keln, unter welchen sich die entsprechenden Geraden schneiden. 

Es darf hier nicht unerwähnt bleiben, dafs sich das vorstehende Räson- 
nement auf alle in Ä gezogenen Curven ausdehnen lälst; so dafs wir zu dem 
scheinbaren Paradoxon gelangen: Alle Curven in Y, welche beliebigen Cur- 
ven in A nach der Verwandtschaft Y=F(ÄX) entsprechen, sind confocal. 


Zusatz 2. Ist f(x) eine beliebige reelle Funktion, so ist (nach $. 9) 
auch A-- B.f(x) Ausdruck einer geradlinigen Bewegung und zwar ist der 
am Ende der Zeit = durchlaufene Weg gleich OB.f(«). 
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$. 11. 
Aufgabe. Es soll die durch die Funktion A- Bx- Cr’ ausge- 
drückte Bewegung ermittelt werden. 
Auflösung. Man seze A-Br = M, A-Cr— N, aufserdem 
aber A+B.1=M', A-C.1=N‘, so ist 
1) Al ein in der Geraden AM’ begrilfener und in ihr sich bewegender 
Punkt, so dafs AM'.x—= AM (nach $. 10). 
2) N einin der Geraden AN’ sich bewegender Punkt, so dafs AN." — AN 
(nach $. 10, Zusatz 2). 
Zieht man nun MY und NY so, dafs 
AMYN ein Parallelogramm ist, so ist 
Y= M+N—- 4)= 4+Bai-Ce, 
also # der Punkt, dessen Bewegung 








\ 
J 


zu bestimmen ist. 

Da aber APIYN ein Parallelo- 
gramm ist, so wird AN als Abseisse 
und AM als Ordinate des Punktes Y 


' ans ' ec 
in demjenigen Coordinalensystem zu I -; 
> nn 








betrachten sein, dessen Abseissenachse 
AN’ und dessen Ordinatenachse AM’ ist. Es folgt nun aber aus 1) und 2). 
dals 





AM" AM: 
AN — AN 
r2 2 





£ . . Bl . . 
Da nun constant ist. so ist auch constant. Demnach ist die Be- 


AN AN 

wegung von Y so beschaffen, dafs das Quadrat der Ordinate des Punktes FF 
der Abseisse proportional ist. Die von Y durchlaufene Balın ist daher eine 
Parabel. Diese Parabel mufs durch A gehen, weil Yin A, wenn .r in © ist: 
und es muls AN’ ein Durchmesser, AM’ aber eine Tangente derselben sein. 


Seizen wir nun den zu dem Durchmesser AN’ gehörigen Parameler 


un 

= p, so ist olfenbar Pr Nun ist aber, da M—=A-B, ANM— OB; 
2 En; 0R° 

ferner, dad N —=A-+0C, AN’—=0OC. Folglich ist p u Die Parabel 


ist mithin vollständig bestimmi. 

Zusatz. Die phoronomische Bedeutung der Constanten 4, 3, C ist nach 
$.8 folgende: A ist der Ausgangspunkt der Bewegung, OB die Geschwin- 
digkeit im Ausgangspunkte, 2OC die Beschleunigung im Ausgangspunkte, bei- 
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des nach Gröfse und Richtung. Will man den Ausgangspunkt verlegen, so 
braucht man nur ©’+x für x zu selzen und erhält so den Ausdruck 
A+B(«+2)+C@-+2)” = 4'+4+Bcr+Cr, 

wo alsdann 

4’ — 4-- Bax'-+- Ca” der neue Ausgangspunkt, 

B'— B+2Cr' die Geschwindigkeit in diesem Punkte, 

CU —=Ü die Beschleunigung im neuen Ausgangspunkte 
ist. Man ersieht hieraus, dafs die Beschleunigung in allen Punkten der Para- 
bel dieselbe ist. wodurch das Bewegungsgesetz als mit der Wurfbewegung 
zusammenfallend hinlänglich charakterisirt is. Für die Tangente in einem 
beliebigen, etwa dem Werthe x’ der Variabeln entsprechenden Punkte er- 
halten wir (s. $.8 am Schlufs) den Ausdruck 


A-+ Ba’ Cx"”"+(B-+2Ct).r. 
$. 12. 


Um einige Anwendungen des Vorstebenden zu zeigen, bemerken wir 
nur so viel: 

Man kann die Parabel A+Bx--Üx’ zunächst bezüglich der Verwandt- 
schaft Y—= A+BA--CA? als diejenige Curve betrachten, welche im System 
Y der Hauptachse in Ä entspricht. Ist nun P-+0Qr eine beliebige Gerade 
im System ÄX und also Y, = A+B(P--0x)+C(P--Or) die ihr im System 
Y entsprechende Curve, so muls Y, offenbar selbst wieder eine Parabel sein, 
da der Ausdruck für Y, wieder vom zweiten Grade ist. Wir gelangen so- 
mit bei Berücksichtigung von $. 10, Zusatz, zu dem Resultate: 

Stehen zwei Figuren Ä und Y in der Verwandtschaft Y — 
A+BAX-CA?’, so entsprechen alle Geraden in X nur Parabeln in Y; 
die letzteren sind daher sämmtlich confocal und ihre Durchschnittswinkel 
sind gleich den Durchschnittswinkeln der Geraden, welchen sie entsprechen. 

Um den Brennpunkt der Verwandtschaft, also auch den von A-+-Bx-+C.r’ 
zu ermitteln, setzen wir den der Gleichung FA)=B+?2CX—=0 ent- 


RB ne wi 
sprechenden Werth, also ——; in 4+BX--CÄ? für A ein und erhalten 
.„ 440C—D? FA . 
somil en als Ausdruck des Brennpunkts. Letzterer fällt in den Null- 


punkt, wenn 44C—=B, d. h. wenn A-+Bx--Ür’ ein vollständiges Quadrat 
ist. Wir entnehmen hieraus, dafs (4+Bx)’ Ausdruck einer Parabel ist, 
deren Brennpunkt in den Nullpunkt fällt, und welche zugleich die Parabel =, 
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die mit der Hauptachse zusammenfällt, unter demselben Winkel schneiden 
mufs, unter welchem die Gerade A-+Bx die Hauptachse = schneidet, weil 
die parabolischen Bewegungen (A+Bx)’ und x° als solche betrachtet wer- 
den können, welche bei der isogonalen Verwandtschaft Y— X? in Y den 
Bewegungen A+Br und z in ÄX entsprechen. Hieraus lassen sich mit 
Leichtigkeit die Eigenschaften der Brennpunkte der Parabel herleiten. Um nur 
Einiges hierüber zu zeigen, bemerken wir: 

1) Es ist (A+ Bx)’ das Quadrat der Geraden A-+Bx. Hieraus 
folgt der Satz: 

Denkt man sich zwei Ecken O und / 
eines Dreiecks fest und läfst die dritte Ecke A | 
sich auf einer beliebigen Geraden AM bewe- r 
gen, denkt man sich ferner während der Be- 
wegung fortwährend über OA ein Dreieck 
OA4’, welches mit O1/A ähnlich und gleich- 
stimmig ist, so wird die Ecke A? des letzteren 
Dreiecks eine Parabel beschreiben, deren 
Brennpunkt O ist und welche OJ unter dem- 
selben Winkel schneidet als die Gerade AM 
(und zwar in beiden Durchschnittspunkten). 

2) Denkt man sich zwei confokale 
Parabeln (A+Bxr)’ und (Ü--Dx)', so er- 
sieht man aus den entwickelten Ausdrücken 
A’+24Bzr+B’r’ und C’--2CDx-+ D’r, 
dafs 3° und D° die Beschleunigungen und folglich B?O/ und D’OI die re- 
spectiven Winkel sind (s. $.11, Zusatz), welche die Achsen der Parabeln mii 
der Hauptachse bilden. Folglich ist B?OD? gleich dem Winkel, den die bei- 
den Achsen selbst unter einander bilden. Andrerseits bilden aber die Geraden 
A+Brx und Ü-+D.r selbst einen Winkel, welcher gleich BOD ist; folglich 
schneiden sich die Parabeln, da sie jenen Geraden gemäfs der isogonalen 
Verwandtschaft Y— X” entsprechen, ebenfalls unter dem Winkel BOD. Nun 
ist aber offenbar 3?0D°’ —= B’01— D’0I=2BOI—2DOI—=2BOD. Hier- 
aus ergiebt sich der Satz: 

Sind zwei Parabeln confocal, so ist der Winkel, unter welchem 
sie sich schneiden, halb so grofs, als der Winkel, unter welchem sich 
ihre Achsen schneiden. 
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3) Denkt man sich (s. die letzte Figur) zwei durch © gehende, die 
Gerade A--Bx in den Punkten M und N schneidende Gerade, welche sich 
um © so drehen, dafs sie fortwährend auf einander senkrecht stehen, so ist 


bekanntlich 





Be ' - 
or om: Während der Drehung constant. Sind nun M' und N’ 


die den Punkten M und X respective entsprechenden Punkte der Parabel 
(4-Bx), und folglich M’=M und N'= N’, so folgt aus letzteren 
Gleichungen, dals einestheils OM’—= OM°’ und OX'—= ON’, anderntheils der 
Winkel MON’ doppelt so grofs als der Winkel MON, also gleich 2ER ist. 


constant sein. 





1 
ON? 0m" | ON 
Hieraus folgt der Satz: 


4 | ; 
Da nun ; eonsiant ist, so mufs auch | 


Dreht sich eine durch den Brennpunkt O einer Parabel gehende 
und die Parabel in M’ und A’ schneidende Gerade um den Brennpunkt, 


[2 1 1 .. . 1 
Rh, | 2 , 
Ss est WW rend er Dr eRUNG - constant, n imlich — —— . WERR 
so ?est wÄaAhnre d d / 4 ON TDN nsta P { 00 B) 


O der Scheitel der Parabel ist. 
4) Setzt man A=A', 24B=B, B’—Ü' in dem Ausdruck 
A+ Ba), so it D”—=44A'C' oder 
b' 4 


Tre 








In dieser Gleichung liegen aber die beiden metrischen Bestimmungen 


2 — Ti und /B'0I—- /C'01=/40I-— /B VI, oder BOC—A'OB. 


Aus der ersteren folgt: das Quadrat der Geschwindigkeit des die Parabel 
heschreibenden Punktes ist gleich dem doppelten Produkte aus der con- 
stanten Deschleunigung in den Radius vector des betreffenden Punktes. 
Aus der letzteren: Jede Tangente der Parabel bildet mit dem nach ihrem 
Berührungspunkt gehenden Radius vector und mit dem Durchmesser 
gleiche Winkel. 
5) Für die Tangente der Parabel (4+ Bx)’ in dem dem Werthe x’ 
der Variabeln entsprechenden Punkte erhalten wir den Ausdruck 
K(&')-+zF'(c) = (44 Ba)’ -+2B(A-+ Bie)e. 
Für letzteren Ausdruck kann man aber auch schreiben (4-+-Bx’)(A+B(x2’-+2x)) 
oder, wenn man x für ©’--2r setzt (also die Geschwindigkeit für die Tan- 





vente ändert) 


(4-4 Ba’)(A+ Be). 
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wi 


Aus der Produktform dieses Ausdrucks, welcher für die verschiedenen Werthe 
von x’ alle möglichen Tangenten der Parabel giebt, folgern wir den Salz: 

Hat man zwei feste Punkte O und I 
und eine feste Gerade MN, denkt man sich 
ferner in letzterer einen festen Punkt M und 
einen sich in derselben bewegenden Punkt N, 
und über ON ein Dreieck ONO constrwrt, 
welches dem festen Dreieck OIM ähnlich und 
gleichstimmig ist, so wird (Q eine gerade 
Linie beschreiben, welche immer Tangente 
einer und derselben Parabel ist, wo man auch 
den festen Punkt M in der Geraden unneh- 
men mag. Der Brennpunkt dieser Parabel 
aber ist ın O. 





6) Nimmt man in der Tangente (A--Bxr')(A+Bx) einen bestimmten 
Punkt an (A+Bax')A--Bix"), so liegt derselbe sowohl in (4--Bx'\A--Bx) 
als auch in (A+-Bax")(A-Br), ist also der Durchschnitispunkt der beiden 
Tangenten der Parabel, welche ihre Berührungspunkte in (4--Bx')' und 
(A+-Bx" )’ haben. Aus dieser Bemerkung lassen sich aber mit Leichtigkeit 
eine grofse Anzahl von Eigenschaften der Parabel herleiten. Setzen wir z.B. 
x' —%0, so erhalten wir A(4-+ Br’) als Durchschnittspunkt derjenigen Tan- 
genten. welche ihre Berührungspunkte respective in A’ und (4-+Bx")' 
haben. Bezeichnen wir daher jenen Durchschnittspunkt durch P, jene Be- 
rührungspunkte respective durch P' und P", so dafs also P—= A(A- Ba”). 
P'— 4’, P"—=(4A4-+ Ba”), so ist 

! a 
Diese Gleichung giebt folgende zwei metrische Bestimmungen 
(1) 0P’ = OP'.OP", 


d.h. das Quadrat der Entfernung eines aufserhalb der Parabel liegen- 
den Punktes von dem Brennpunkte ist gleich dem Produkte aus den 
Radien vectoren, welche sich nach den Berührungspunkten der von je- 
nem Punkte ausgehenden Tangenten ziehen lassen. 

(2) 2POI = P'O1-P'"OI 
oder 


POP' = POP", 


Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 
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d. h. je zwei Tangenten einer Parabel werden vom Brennpunkte aus unter 
gleichen Winkeln gesehen; u. s. w. 


$. 13. 
Aufgabe. Es soll die durch die Funktion ausgedrückte Be- 
wegung ermiltelt werden. E. 
Auflösung. Zunächst läfst sich die gegebene Funktion stets durch 











ER N Di A+Br . ie 
Division mit Q auf die Form a letztere aber durch Substitution von 
» er . . y A-+ BPr - r. . 
BP für B auf die Form It Pr bringen. Wir wollen uns daher nur mit 
der letztgenannten Form beschäftigen. 
> A-+PBPr a Zu: 
Setzen wir nun Y = 7 D, > so ist Y in A, wenn £==(), ferner 
di 
Yin DB, wenn ===». Demnach mufs die fragliche Curve durch A und 
B gehen. 
a A+BPı 
Aus der Gleichung Y= 1 folgt aber ferner die folgende 
> 1+Pıx oO > 
A—Y 
Pı = ——;: 
r—b’ 
welche die beiden metrischen Bestimmungen 
AY 
1. 2.O0P = —... 
(1.) VER’ 


(2)  /ZIOP = 2R— AYB 


involvirt, und zwar nach $.2, wenn man sich dort Px für A gesetzt denkt. 

Da nun Z/IOP constant ist, so mufs nach (2.) auch AYB constant! 
nn mufs daher für ein veränderliches x sich so 
in der Ebene bewegen, dafs der Winkel AYB immer dieselbe Gröfse behält. 
Die fragliche Curve ist somit ein Kreis und zwar derjenige Kreis, in wel- 
chem AB Sehne und der zu dieser Sehne gehörige Peripheriewinkel AYB 
gleich dem Supplementwinkel von JOP ist. Auch folgt aus 1), dafs am Ende 
der Zeil « = OP.x ist. Die Bewegung des Punktes Y geht für ein 
von O bis x wachsendes z von A nach DB und zwar auf dem einen der bei- 
den zwischen A und B liegenden Kreisbogen für ein positives, auf dem an- 
dern für ein negatives x. Ist unserer bisherigen Annahme entsprechend O/ 


von links nach rechts gerichtet und J über der Hauptachse, wird also die 


sein. Der Punkt Y = 


Drehungsrichtung (5%) als positiv genommen, so ist die Kreisbewegung 
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A -BPs yo . ..* “ . 

ID für ein positives zunehmendes ( X): also negaliv, wenn ZOP 
kleiner als 2R, positiv, wenn /OP gröfser als 2R. Ob zwei Kreisbewegun- 
A-+BPr A+tB'P'r . .. | 
ven a und + einstimmig oder entgegengesetzt sind, läfst sich 


I+Pr 1-P'r 
hiernach leicht beurtheilen. 
Ist (OP =0 oder —=?2K, so ist der Peripheriewinkel AYB im er- 





steren Falle =? KR, im anderen Falle = 0. In beiden Fällen erhält man 
. . . . ” « . FE .g 4 } 4 
eine gerade Linie und zwar ist OP..x gleich dem Schniltverhältnils —,: So- 
u Yb 
i A ; A-+ Bpr 
nach ist allgemein, wenn p eine reelle Zahl ist, 4 FT Ausdruck einer 
Pr 


geraden Linie, in welchem px das Schnittverhältnifs angiebt, nach wei- 
chem die Strecke AB durch den die Linie beschreibenden Punkt Y yge- 
theilt wird. So lange px positiv ist, befindet sich Y zwischen A und 3, 
so lange »x negativ ist, in der Verlängerung von AB. Für den Mittelpunkt 
von AB hat man px ==1 und für den unendlich entfernten Punkt pe = — 1 
A+bBpx A— Bpr 
1+-pır und 1—pır 
deren Haupipunkte A und B sind, etc. Wie man sieht, stimmt dies mit dem 


bilden eine Involution. 








zu selzen. Die Punktpaare 


barycentrischen Calcül überein. 








S. 14. 
. ei My 
Betrachten wir den Kreis 7 in seiner Beziehung zu der isogo- 
1+Pıx f i 
' R A+BPX Er ‘ 
nalen Verwandtschaft I r „ nach welcher er diejenige Curve ist. 


ITPY 
welche im System Y der Hauptachse in Ä entspricht. Lassen wir den un- 
abhängigen Punkt X sich, anstatt in der Hauptachse, selbst in einem Kreise 











"4 r } . 2. . A L- BP 
a .. E- bewegen, setzen wir also letzteren Ausdruck für x in bt hd 
ein, so erhalten wir 

y _ A+BPA'+(4+BB'P)P'x 
— TIIPpaTLdtBP)Pr ° 

‚o ebenfalls eine Kreisb ‚elche durch die Punkte IFA und 
also ebenfalls eine Kreisbewegung, welche durch die Funkle jpg une 
ö . . r 
pr geht. Findet also zwischen zwei Figuren die isogonale Verwandi- 
schaft Y = pr Stait. so entspricht jedem Kreise in Y ein Kreis ın 


A+BPX 
ITPX 
31 * 





Ä, und (wie sich durch Umkehrung der Gleichung Y = leicht zei- 
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sen läfst) jedem Kreise in Ä ein Kreis in Y. (Vergl. Möbius Theorie 
der Kreisverwandischaft in rein geometrischer Darstellung, Leipzig 1855.) 
Brennpunkte hat diese Verwandtschaft nicht. Denn setzen wir 


‚x, __. (B—-Ar 
FA)=grPpry 


{ser Werth von ÄX*). Da uns ein tieferes Eingehen auf diese Verwandt- 
schaft hier nicht gestattet ist, so erlauben wir uns wenigstens die nachstehenden 





—(), so genügt dieser Gleichung nur ein unendlich gro- 


Bemerkungen, da sie weiterhin von Belang sind. 


i N v A+DBA 
Betrachten wir die Verwandtschaft } -r7 nach welcher um- 
gekehrt X — se, so liegen in letzterer Gleichung die metrischen Be- 
stiimmungen 0X— 4, und ZI0X—=2R— /AÄYB. Bewegt sich daher X 


in einer beliebigen durch @ gehenden Geraden, so dafs also JOXÄ constant 
bleibt. so mufs sich Y so bewegen, dafs /AYB constant bleibt, also in 
einem durch A und 3 gehenden Kreise, was mit dem eben Gesagten über- 
einstimmt. Einem System von Geraden in X, welche sämmtlich durch © 
gehen, entspricht daher ein System von Chordalkreisen, welche AB zur 
Chordale haben. Lassen wir anderentheils A sich in einem um © beschrie- 
benen Kreise bewegen, so dafs also OX constant ist, so mufs Y sich so 


bewegen, dals = constant bleibt. Die der letzteren Bewegung entsprechende 
Curve mufs aber ein Kreis sein, weil sie für Y einem in X um © beschrie- 
benen Kreise entspricht. Auch mufs, da der um © beschriebene Kreis auf 
allen durch @ gehenden Geraden senkrecht steht, der entsprechende Kreis in 
Y auf allen Chordalkreisen, welche AB zur Chordale haben, senkrecht 
stehen. Wir gelangen somit in leichtester Weise zu den Eigenschaften der 
Orthogonalkreise. Ich will aber hier noch gelegentlich einen leicht abzulei- 
tenden Satz erwähnen, da er wenig oder gar nicht bekannt zu sein scheint. 
Denkt man sich in X einen nicht durch O gehenden festen Kreis und 
eine sich um @ drehende Gerade, welche den Kreis in X’ und X” schnei- 
det, so ist bekanntlich OA’. OAX” während der Drehung constant. Dieser Figur 


in A entspricht aber in Y ein nicht durch A gehender (da A in Y dem O 


*) Hieraus folgt aber noch nicht, dafs die den geraden Linien in A” entsprechen- 
den Kreise in Y keine Brennpunkte haben. Vielmehr kann ein solcher Kreis Brenn- 
punkte zeigen und zeigt sie, wenn man ihn als Glied einer andern isogonalen Verwandt- 
schaft darstellt. Letzteres geschieht durch Transformation des betreffenden Ausdrucks 
(nach $. 9). 
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in Ä entspricht) fester und ein sich fortwährend ändernder Kreis, welcher 


aber stets durch A und B geht und jenen festen Kreis in Y’ und Y” schnei- 
. Bu, 2 AY' I AY! »_ 
det. In Folge der Gleichungen 0X — 7, und OX =777g mußs nun 


aAr' Ar" a FE En . x E 
auch das Produkt Yrg'yıg (Onstant sein. Wir können diesen Satz so 





ausdrücken: 
Sind A,B, Y', Y", Z, Z" die 


sechs Durchschnittspunkte dreier pr 


Kreise (s. nebenstehende Figur), so AN 
N 
fr rg 




















findet die Gleichung \ x 

AaYy'.ar" AZ. AZ" BE a 

} = | He Pr \ a 
YB.Y'"B ZB.Z'B ’ ar u We 
a u, — 
und folglich auch ebenso die Glei- \ NT 
y _ . u \ u _ 
r'z.yY'z"' Y'A.Y'B RL A ee 

chungen zyr.z'y" TEnB AY'.BY'" TOT 


z'Y'.z'Y" ZA.ZB 
und Yzryızı 7 AZ. BZ" 
Die Anwendungen, welche dieser Satz gestattet, können wir hier nich! 


Statt. 








anführen. 
Schliefslich wollen wir noch auf die involutorische Kreisverwandischafi 


hinweisen, deren einfachster Ausdruck XY=1 ist. Da hier X die reeci- 
proke Zahl zu Y ist, so werden wir Curven, welche sich nach dieser Ver- 
wandtschaft entsprechen, reciproke Curven nennen. 


S. 15. 





\ Bpexi 
Aufgabe. Die durch te ausgedrückte Bewegung zu ermitteln. 


1+ pe* 
ı% BA ; 
Auflösung. Setzen wir Y-7r und A= pe“, so dafs also 


Y sich in der zu ermittelnden Curve bewegt, so mufs in Folge der Glei- 


chungen P—0X— 4 und 2=/0X—=2R-—AYB, da p constant ist. 


Y sich so bewegen, dafs das Verhältnifs Fr constant ist. Mit Bezugnahme 


auf das im vorigen $. Gesagte mufs daher Y einen der Orthogonalkreise zu 
dem System der durch A und B gehenden Chordalkreise beschreiben und 


zwar denjenigen Orthogonalkreis, für welchen das Verhältnifs du den con- 


stanten Werth p hat. Auch ist am Ende der Zeit= ZAYB=?2R—r. 
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Die Durchschniltspunkte dieses Kreises mit AB entsprechen den Werthen V 
| ind daher AL 
una 7T, Sl ( I+p - 


und also auch das Verhältnifs 





also harmonische Punkte zu A und B. Istyp 


A Y P F 
vs 1, so beschreibt Y eine Gerade, welche 
auf AB im Mittelpunkte normal steht. 
. . . . A b x 
Die Richtung der Kreisbewegung Ei 
” 1 pe” 


je nachdem » <1 oder —>1. Hiernach läfst sich leicht beurtbeilen,. ob zwei 


ist positiv oder negaliv, 


unter dieser Form gegebene Kreisbewegungen einslimmig oder enigegen- 


veselzt sind. 





A-+bBpe‘“ Ist 
1-pex rs 


nun a —=0 und B=x, aber so, dals Bp einen endlichen Werth B hat, so 
erhält man YF = 4A4-+Be“. Hier ist A Mittelpunkt und OB MHalbmesser 
Fällt also der eine von zwei conjugirten Polen eines Kreises in’s Unendliche. 


Die Punkte A und B sind conjugirte Pole des Kreises 


so ist der andere im Mittelpunkt. 


Anmerkung. Der Gegensatz zwischen den beiden Formen für die 





Er A-Bpx A+Bei . . 
veradlinige Bewegung re und Er ist sehr bemerkenswerth. Wir 
y - 


ri ’ .— . A+ Ber: 
können diese Ausdrücke noch übereinstimmender machen, wenn wir 


A+ Betw+»)i 


l MP 
I+e 


und TEE schreiben. In dem ersteren bedeutet «-—-.x den Logarithmus 
e\ u ver 
eines Schnittverhältnisses, in dem zweiten einen Winkel. 


$. 16. 
Aufgabe. Es soll die durch cos(x-- 2) ausgedrückte Bewegung er- 
mittelt werden. 
Auflösung. Es ist zunächsi 
(1) Y— cos(r+a) = 4(e "te 
bringt man diesen Ausdruck auf die Form p-—-g2, so erhält man 
Y= acos&c-+obsinz, 
wo a=!(e“--e) und d=}(e” — e*). 
Hieraus folgt aber, dafs, wenn 7; und $ die respecliven Abstände des 
Punktes # von der Hauptachse und der zu ihr durch ® gezogenen Nor- 





malen sind, S=«acosz und 7„=bsinz® ist. Da nun aber cos’r + sin’ —1, 


> oO 
Ei; me 


so ist auch = 4771. folglich bewegt sich Y in einer Ellipse, welche 





ihren Mittelpunkt im Nullpunkt hat und deren grofse Achse in die Hauptachse 
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der Ebene fällt. Die grofse Achse ist 24 —= e”“--e“, die kleine Achse 
ab — ee" — et. 

Um die Brennpunkte zu erhalten, brauchen wir nur 

I — —sin(e +0) = 0 
zu setzen. Aus letzterer Gleichung folgt aber cos(r +) = +1. Die Brenn- 
punkte fallen somit in Z und f". 

Um das Bewegungsgesetz zu ermitteln, bemerken wir, dafs in Folge 
der Gleichung (I.) Y die Mitte der Verbindungslinie der beiden reciproken 
Punkte e““ und e“=*“ ist, Durch letztere Punkte werden aber, wenn x sich 
ändert, Kreise beschrieben, welche respective Halbmesser von der Länge e7 
und e“ haben; und zwar geschehen beide Kreisbewegungen nach entgegen- 
gesetzter Richtung und mit der Winkelgeschwindigkeit 1. Wir haben uns 
also vorzustellen, dafs die vom Nullpunkt ausgehenden Halbmesser # — e7 
und o=e“ (im Anfange der Bewegung) auf einander liegen und sich sodann 
um © nach entgegengesetzter Richtung mit gleicher Winkelgeschwindigkeil 
drehen. Alsdann beschreibt die Mitte der Verbindungslinie der Endpunkte 
dieser Halbmesser die Ellipse cos(x-+- 2). 

Die Bewegung cos(@—+.2) ist einstimmig mit der des Endpunkts des 


xi 


srölseren Kreishalbmessers, also einstimmig mit e‘”“, wenn « positiv ist, 
Den einem bestimmten Bogen der Ellipse entsprechenden Drehungswinkel der 
beiden Kreishalbmesser, also die diesem Bogen entsprechende Zunahme von 


x wollen wir die Amplitude des Bogens nennen. 


Mir 
Versucht man es aus obigen Ausdruck Eigenschaften der Ellipse zu 
entwickeln, so ereignet sich das Merkwürdige, dafs jede der bekannten gonio- 
metrischen Formeln, wie z. B. cos’« --sin’«— 1, sofern blofs cosinus und 
sinus in derselben vorkommen, so gedeutet werden kann, dafs sie eine be- 
merkenswerthe Eigenschaft der Ellipse giebt. Folgende Beispiele werden dies 
klar machen. 


1) Es ist 


0c0s(r + ei) i a 
et = — sın (x + a) == cos(x _- Cu 4 ei): 








co user 4) die Richtungs- 


gröfse der Geschwindigkeit im Punkte P der Ellipse. Anderntheils ist, wenn 


Nun ist aber, wenn wir cos(£ + a)—=P setzen, 
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wir 0=cs(2+5+ ei) setzen, Q ein so in der Ellipse liegender Punkt, 


st 


dafs die Amplitude des Ellipsenbogens PI=75 is, In obiger Gleichung 

liegen nun aber folgende beide metrische Bestimmungen: 

a) die Richtung von OQ kommt mit der Geschwindigkeits-, d. i. Tangential- 
richtung in P überein; OQ und OP sind daher conjugirte Halbdurch- 
messer. Wir können dies so aussprechen: Wird ein Ellipsenbogen 


durch die Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchmesser begrängt, 
st 


so ist die Amplitude dieses Bogens gleich T- 

h) Die Länge von OQ ist gleich der Geschwindigkeit in P. Also: Die 

Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte ist gleich dem Halbdurch- 

messer, welcher dem nach dem ersteren Punkte gehenden Halbdurch- 
messer conjugirt ist. 

Zusatz. Es sind cos(z=--«e) und sin(«--«:) für jeden beliebigen 

Werth von x steis die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser. Daher ist 


sin(@-- 2) ebenfalls Ausdruck einer Ellipse, nämlich derselben, welche durch 
cos(x© + 2) ausgedrückt wird. 


Lee) 
2) Es ist 


o’cos(#-+ «i) i 2 
a = —cos(r-+.8). 





OXx 
Hieraus folgt unmittelbar: die Beschleunigung ist gleich dem Halbmesser 
und hal mit ihm entgegengesetzte Richtung. 
3) Es ist 
cos’ (2 + 2)--sin (24a) = 1. 





Setzen wir P=cos(r-+o2) und Q=sin(r-+ ei), so sind, da 
sin(= +) — cos(@ — 5 + ci) 
4 ist, (nach 1) Zusatz) P und Q die End- 
N punkte conjugirter Halbdurchmesser. Da nun 
ar ir et \\ nach obiger Gleichung PF+Q'=1 ist, so 
/ x erhalten wir den Satz: 
/ a Dr \ Ist O der Mittelpunkt, I ein Brenn- 
ge \9 /T [ punkt einer Ellipse, sind ferner P und Q 
\ | \ / of die Endpunkte zweier conjugirten Halb- 
\ w / ; R ’ 
\ durchmesser und errichlet man über jedem 
an 6 ar der letztern ein Dreieck OPA und OOB, 
R so dafs OPAx OIP und O0Bx 010, so 


ist OBIA ein Parallelogramın. 
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Zugleich folgt aus PP+0°"= 1 das Wesen der involutorischen IS0Q0- 
nalen Verwandtschaft X?’-+-Y°=1. Sind nämlich A und Y zwei einander 
nach dieser Verwandtschaft entsprechende Punkte der Ebene, so sind sie die 
Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchmesser einer Ellipse, welche ihre 
Brennpunkte in +1 hat (vergl. oben). 

4) Es ist 
1+cos(2r +2ei) 

2 





cos’ (ze +) = 


Um diese Gleichung zu deuten, bemerken wir zunächst, dafs cos (2x 4-20: ) 
offenbar selbst der Ausdruck einer Ellipse ist, da man nur (mit Aenderung der 
Geschwindigkeit) 2x für x zu setzen braucht. um einen Ausdruck von der 
Form cos(#--o2) zu erhalten. Da aber die beiden Curven cos(2x- 20: 
1+cos(2r + 2ei) 
at 2 + 


eine Aehnlichkeitsverwandtschaft ist. so ist 





in der Verwandischafi Y—=4--1X stehen. und dies 


1-+cos(2r+2ei) 
2 
einer Ellipse, und zwar liegen ihre Brennpunkte, da cos (22-2) = +1 ist. 


ebenfalls Ausdruck 





wenn der Differentialquotient jenes Ausdrucks, nämlich — sin (2x 4 2«:) — 0 








gesetzt wird, in en d.h. inO© und IL. Die im Eingang dieser Nummer 

aufgestellte goniometrische Gleichung liefert also folgenden merkwürdigen Satz: 
Denkt man sich zwei Ecken O und Be 

I eines Dreiecks OIA, von denen die eine EEE 

O0 der Mittelpunkt, die andere I ein Brenn- px“ 2 >”. \ 

punkt einer Ellipse ist, fest, und läfst die A Ze / | \ 

dritte Ecke A sich auf der Ellipse bewe- \\ Ri 0 7 } nn, 

gen, denkt man sich ferner fortwährend über Sn / P* 

04 ein Dreieck OAA' construirt, so dafs N cc 

OIAn 044), so wird die Ecke A’ dieses REDE u 


letzteren sich ebenfalls in einer Ellipse bewegen, welche den Mittelpunkt 
O und den Brennpunkt I der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten hat. 
Wächst die Amplitude in cos(e-+ «2) um eine bestimmte Gröfse S, so 

nd Lund an. um 25. Wir 
folgern hieraus, dafs, wenn AB und A’B’ entsprechende Bogen beider Ellipsen 
sind, die Amplitude von A’B’ doppelt so grofs ist, als die von AB. Durch- 
läuft also z. B. A auf der zuerst gegebenen Ellipse den zwischen den End- 
punkten zweier conjugirten Halbdurchmesser liegenden Bogen, so durchläuft 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 32 





wächst offenbar die entsprechende Amplitude in 
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A’ die halbe Ellipse. Andere merkwürdige Beziehungen aufzuführen. müssen 
wir hier unterlassen. 

5) Es ist 

cos (2 — ar)sin(= + a) — sin (2 — ar) cos(r +) — sin2er. 
Um diese Gleichung zu deuten, nehmen wir an, es seien P und Q zwei ein- 
ander sehr nahe Punkte der Ellipse cos(e ci), also P=cos(x- a) und 
0 — cos(r-+0r+a)—=P—sin(r-+o2).öx. Alsdann ist nach $.3 der 
Flächeninhalt des unendlich kleinen Sektors POQ = ;;,(PO - PO), da er 
als ein Dreieck betrachtet werden kann. 

Setzt man in letzterem Ausdruck demnach P—cos(x- «2) und folglich 
P— eos (2 — ai), O=P—sin(v-+ei).ör und demnach O—= P— sin (r—ui\.ör, 
so erhält man mit Berücksichtigung der im Eingange dieser Nummer aufge- 
stellten Gleichung 

sin2ai - e?@ _ e-?« 


POO = — — dt = —— Or. 
44 Ss 


Bezeichnen wir nun den von OP und der halben grofsen Achse einge- 
schlossenen Sektor durch F£'\, und somit POO durch OF), so erhalten wir aus 
der letzteren Gleichung die folgende: 

OF 028 _ e-2« 


Be u 8 


Da folglich der Differentialquotient = constant ist, so ersehen wir, dafs je 
zwei Sektoren der Ellipse den Amplituden der zugehörigen Bogen pro- 
portional sind. Hierdurch ist aber das Bewegungsgesetz für den Ausdruck 
cos(z--.«i) charakterisirt. Ks 25? nämlich cos(2--oi) derjenige Ausdruck 
einer elliptischen Bewegung, nach welchem der Halbdurchmesser, welcher 
zu dem die Kilipse beschreibenden Punkte gehört, in gleichen Zeiten 


gleiche Flächenräume überstreicht. 
Der Leser wird nun im Stande sein, selbst goniometrische Gleichun- 


gen, wie die obigen, zu deuten. Er wird dann z.B. finden, dafs mit Berück- 
sichtigung von $.3 aus der Gleichung 

cos(2 + ai)cos(e — wi) sin(ze + i)sin(e — a) —= cos?ui 
ohne Weiteres hergeleitet werden kann, dafs die Summe der Quadrate je 
zweier conjugirten Halbdurchmesser einer Ellipse constant ist; ferner aus der 


Gleichung 
sin(z 4 ai)cos(z — ar) — cos(E + a)sin(e — a) = sin?2ai, 
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wi 


dafs der Inhalt des von zwei conjugirten Halbdurchmessern und der Verbin- 
dungslinie ihrer Endpunkte eingeschlossenen Dreiecks constant ist: ferner aus 
den Gleichungen 


(1+cos(e + ))(1-F cos(e—or)) = 4cos’! (2-4 a)cost(r — ui). 


J 


(1 — cos(e+&)) (1 — cos(e—.«)) = 4sin’ 


ID 


2-4 02)sinmd(r— ai). 
dafs die Summe der Verbindungslinien eines Punktes der Ellipse mit den bei- 
den Brennpunkten constant ist, u. s. w. Wobei wir zugleich bemerken. dafs 


alle diese Sätze unter der Formel 


I 


cos(e+ty+atpt) = cos(2 4 02) cos(y--Pi)Fsin(e4 e)sin(y-+ Pi 


ıY; 


J 


und folglich auch unter dem aus letzterer abzuleitenden allgemeinen Satze. 
durch welchen eine Beziehung zwischen drei confocalen Ellipsen cos («- 


r- 02). 


I | 


cos(y--Pi) und cos(3-+ «+ P?) oder cos(z--a— Pi) ausgedrückt wird. 
enthalten sein müssen. Dieser umfassende Salz dürfte aber erst bei einer 
späteren Gelegenheit zu erörtern sein. 
$. 18. 
Aufgabe. Ks soll die durch die Funktion cos (c -2i, ausge- 


drückte Bewegung ermittelt werden. 
Auflösung. Es ist zunächst 


Y= cos(a+23) — le tem), 
woraus hervorgeht, dafs Y als die Mitte der Verbindungslinie der Punkte 
M=e“* und N=e*“-“ zu denken ist. Diese Punkte beschreiben aber 
offenbar gerade Linien, welche durch den Nullpunkt gehen, und zwar isi stels 
/I0M=« und /ION = —oeo, und somit MO&A = ?2«. Ferner ist 
OM =e* und ON=e"*, folglich OM.ON —=1. Aus letzterer Gleichung 
folgt aber ohne Weiteres, dafs der in der Mitte zwischen M und N befind- 
liche Punkt Y eine Hyperbel beschreiben mufs und dafs die Punkte M und 


N sich in den Asymptoten derselben bewegen. Der von den Asymptoten 


. . . nn , . 
eingeschlossene Winkel ist daher — 2«, woraus hervorgeht, dafs cos( - xi) 


« 


der Ausdruck einer gleichseitigen Hyperbel ist. Die Brennpunkte fallen natür- 
lich, da wir es hier wieder mit der Verwandtschaft Y== cos Ä zu ihun haben. 
wieder nach +1. Die Ellipse cos(z--«:) und die Hyperbel cos(«'--x2) 
sind daher confocal. 

Dem Leser mufs es überlassen bleiben, hier auf analoge Weise, wie 


wir es bei der Ellipse getihan haben, durch Anwendung goniometrischer Glei- 
32 * 
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chungen Eigenschaften dieser hyperbolischen Bewegung zu ermitteln. Dafs 
confocale Ellipsen und Hyperbeln auf einander senkrecht stehen, folgt einfach 
daraus, dafs beide, bei der Verwandtschaft Y==cosÄ, Geraden im System 
X entsprechen, welche auf einander senkrecht stehen (nämlich den Geraden 





r ta und « +72). 


$. 19. 
1 


Aufgabe. Es soll die durch — ausgedrückte Bewegung 


cos(T n=- ri) 





ermittelt werden. 








m" ’ 1 . 
Auflösung. Setzen wir wieder Y = x „ so wird der 
0os(I-+2i) 
a: Y h ‘OPER ) 
Gleichung ——0 genügt, wenn sin(Z - wi) = 0, also a m +1 
! cos (7 + x) 


ist. Die Brennpunkte der fraglichen Curve fallen somit in I und Z'. Sei 
nun P ein beliebiger Punkt der Curve, so ist (nach $. 3) 


en en A 
( cos (Z + xi) cos (Z — xi) 

pi? — nn N 
ve (I + xi) | jo (4 — xi) u ) 


Durch Multiplication dieser Gleichungen und zweckentsprechende Reduction 














erhalten wir 
PI.Pl' — tang (= 1 xi) tang (I xi) 


oder, da + xt und z — xt Complementswinkel sind, 


r2.2I == 1. 


Die vorgegebene Curve hat somit die Eigenschaft, dafs das Produkt der Ab- 
stände eines beliebigen Punktes derselben von den beiden Brennpunkten con- 
stant ist, nämlich gleich dem Quadrate der halben gegenseitigen Entfernung 
der Brennpunkte. Sie ist demnach eine Lemniscate. 


Zugleich ersehen wir, da cos (T+2i) der Ausdruck einer gleichseiti- 


gen Hyperbel ist, dafs die Lemniscate die reciproke Curve einer gleichseitigen 
Hyperbel ist. Da hiernach diese beiden Curven in involutorischer Kreisver- 
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wandtschaft stehen, so läfst sich hieraus eine grofse Anzahl merkwürdiger 
Eigenschaften der Lemniscate ohne Mühe entwickeln, worauf wir hier um so 
mehr verzichten müssen, als wir vielleicht später Gelegenheit nehmen wer- 
den, die Lemniscate unter einem allgemeineren Gesichtspunkte zu betrachten. 


Indem ich diese Betrachtungen einstweilen abbreche, bemerke ich noch. 
dafs es kein Befremden erregen darf, wenn hier zusammengehörige Curven. 
wie die Parabel und die Ellipse mittelst scheinbar ganz heterogener Ausdrücke 
behandelt worden sind. Alle hier vorgebrachten Ausdrücke von Kegelschnit- 
ten können auf eine gemeinsame Form gebracht werden, unter welcher auch 
der im barycentrischen Calcül behandelte Kegelschnitt - Ausdruck 

Al+2Bmx + Cnx’ 
I+2ma+na?” 

enthalten ist. Vorläufig galt es nur, nach Aufstellung des Begrifis der isogo- 
nalen Verwandtschaft, dem Leser die einfachsten Ausdrücke von Curven vor- 
zuführen, und zugleich gelegentlich an diesen Beispielen zu zeigen, dafs mittelst 
des Punktcaleüls schon in den ersten Anfängen Bemerkenswerthes geleistel 
werden kann. Eine vollständige, alle bei den Curven in Betracht kommenden 
Momente enthaltende Theorie kann erst dann aufgestellt werden, wenn die 
Lehre von den nicht isogonalen Verwandtischaften, welche auf den Funktionen 
zweier reellen Variabeln beruhen, abgehandelt sein wird. 


Liegnitz, im Juni 1857. 
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14. 


Ueber die Reduction der zweiten Varıation auf ihre 
einfachste Form. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Berlin.) 





Bei Jacobi durch seine im 17" Bande dieses Journals erschienene 
Abhandlung über die zweite Variation der einfachen Integrale der Varialions- 
rechnung neue Wege erschlofs, ist man vielfach damit beschäftigt gewesen. 
die dort gegebenen Resultate zu beweisen; und noch kürzlich hat eine schöne 
Abhandlung von Hesse (dieses Journal Bd. 54, p. 227) die Darstellung dieser 
Speculationen zum Gegenstande gehabt. Indefs hat man bis jetzt, soviel ich 
weils. nicht daran gedacht. den Resultaten Jacobis diejenige Allgemeinheit 
zu geben, welche zur Vervollständigung der erwähnten Theorie erforderlich 
ist. Die Arbeit Jacobis bezieht sich nur auf einfache Integrale, bei welchen 
in die zu integrirende Function eine einzige abhängige Veränderliche eingeht. 
Die notliwendige Verallgemeinerung dieser Resultate würde einerseits viel- 
fache Integrale in den Bereich ihrer Betrachtung ziehen, andrerseits den Fall 
einer gröfseren Anzahl abhängiger Variabeln berücksichtigen. Sie würde sich 
endlich mit dem Einflusse zu beschäftigen haben, welchen Bedingungsgleichun- 
gen zwischen den gesuchten Functionen auf die Gestaltung der zweiten Va- 
rialion ausüben. Die folgenden Betrachtungen haben den Zweck. in diesen 
Richtungen einen Schritt weiter zu führen. Ich werde zunächst einfache In- 
tegrale betrachten, mit einer beliebigen Anzahl abhängiger Variabeln unter 
dem Integralzeichen, und begleitet von einer beliebigen Anzahl von Bedin- 
gungsgleichungen; ich werde dabei zunächst vorausseizen, dafs nur die ersten 
Ableitungen der abhängigen Variabeln in den Bedingungsgleichungen und unter 
dem Integralzeichen vorkommen, so aber, dafs in die Bedingungsgleichungen 
Variable eingehen können, welche die zu integrirende Function nicht enthält, und 
umgekehrt. Man wird sehen, wie hiedurch auch die allgemeine Aufgabe gelöst ist: 


Die zweite Variation eines einfachen Integrals, welches eine beliebige 
Anzahl abhängiger Variabeln und beliebige Differentialquotienten der- 
selben enthält, zwischen welchen eine beliebige Anzahl von Bedingungen 
gegeben :st, auf die kleinste Zahl von Vartationen zurückzuführen. 
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Ein kleiner Abschnitt endlich wird sich mit der zweiten Varialion viel- 
facher Integrale beschäftigen, unter der Voraussetzung, dafs nur eine einzige 
abhängige Variable und nur die ersten Ableitungen derselben in die zu in- 
tegrirende Function eingehen. 

Derjenige Abschnitt der Variationsrechnung, welcher sich mit der zwei- 
ten Variation der einfachen Integrale beschäftigt, darf somit als, in den Um- 
rissen wenigstens, vollständig dargestellt betrachtet werden. Die Kriterien 
des Maximums und Minimums kommen zurück auf die Betrachtung einer ge- 
gebenen Function zweiter Ordnung, welche innerhalb der Grenzen weder ihr 
Zeichen ändern noch verschwinden darf; und auf die Betrachtung einer ge- 
wissen, aus partikulären Integralen der isoperimetrischen Gleichungen zusam- 
mengeseizten Determinante, welche innerhalb der Grenzen niemals verschwin- 
den darf. 

Die Behandlung vielfacher Integrale, abgesehen von dem betrachteten 
Falle, scheint noch grofsen Schwierigkeiten zu unterliegen *). 

S. 1. 

Es bezeichne f eine Function der Functionen Y,ı, Ya, - .. y„ und 
ihrer ersten Differentialquotienten nach x, so wie der Gröfse x selbst; die 
Function, zwischen den Werthen e—a und 2==Öb integrirt, soll ein Maximum 
oder Minimum werden. Die Functionen y seien in ihrer Unabhängigkeit von 
einander beschränkt durch die Gleichungen 

) = ui ,... 9=U 
welche die Functionen y und deren erste Ableitungen enthalten; ohne dals 
dabei die Beschränkung hinzugefügt werden soll, dafs nicht in einigen der y, 





oder selbst in f gewisse der y und -. ganz fehlen könnten. Man bemerkt 
übrigens leicht, dafs Bedingungen, wie sie bei den isoperimetrischen Pro- 
blemen vorkommen, welche erfordern, dafs ein gewisses anderes Integral 
einen gegebenen Werth habe, auf den Gang der folgenden Untersuchungen 
keinen wesentlichen Einflufs haben und daher übergangen werden können. 

Man behandelt das vorliegende Problem nach dem Vorgange von La- 
grange bekanntlich so, dafs man den Ausdruck 


b t 
Q) = v MHaptıpt:)de 


a 





*) Gegenwärtltig, zur Zeit des Drucks der vorliegenden Abhandlung, ist es mir ge- 
lungen, diese Schwierigkeiten zu überwinden, und es wird eine spätere, bereits vollendete 
Abhandlung die Ausdehnung dieser Transformation auf vielfache Integrale zum Gegen- 


stande haben. 
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in Bezug auf die in f eingehenden y zu einem Minimum macht, wo die A 
sewisse Functionen von x sind. Das Verschwinden der ersten Variation von V 
oiebt dann die Gleichungen: 









































Pe . 09, d u. vn Cu 
| of | ER: A 100 mn \ of en I. EN P> Ben 
oY, oy, a dx 3 dy, ä dy, 5 3 dy, 
a 7 dr dr 
Hl 1, Mm 1, Lan [AR DL. ART Pl ZBTE a. „U 
(3 ) Oy,; oY, j Oy;, dx Ö dy, ' “ dy, | 2 d dy, | 
| \" dr ex dx 
IL | 29 DEE. . 9 EZ Ta... RE h, 0.) 
OYn OYn ahe- OYn dx 2 dy, | 2 dyr rn 3 dyn \ 
dı d.ır dx 


welche zusammen mit den Gleichungen (1.) hinreichen, um die y und die A 
zu bestimmen. so wie gewisse Gleichungen, welche zur Bestimmung der 
Integrationsconstanten dienen. 


Um aber zu entscheiden, ob die gefundenen Werthe der y das In- 
iegral # wirklich zu einem Minimum oder Maximum machen, ist es nöthig 
die zweite Varialion zu untersuchen. Setzt man in dem Integral V an die 
Stelle von Yı, Ya, -.. die Ausdrücke y,+2w,. Ya+ew, etc. wo die w 
beliebige Functionen von x, & aber eine sehr kleine Zahl bedeutet. so geht 
V über in 

V-eV,+®V,, 
und nach dem Vorigen werden die y so bestimmt, dafs V, verschwindet. 
Es mufs dann, damit ein Minimum eintrete, V, für alle beliebigen Functio- 
nen :# posiliv, damit ein Maximum eintrete, für alle negativ sein: mit einem 
Worte. das Vorzeichen von V, ist zu disculiren. 


Es hat aber V, die Gestalt 
4) 9, = / Fr, 


wo F' ebenso aus f+4A,9,-+-%%9,... entsteht, wie V, aus Y; so dafs sich 
also F' als eine homogene Function zweiter Ordnung der ww und ihrer ersten 
Differentialquotienten darstellt. 


Kann man nun, wie dies in der That möglich ist, durch partielle In- 
tegration die Function F'in V, zurückführen auf eine andere Function zweiter 
Ordnung mit nur n Argumenten, welche sich als lineare Functionen der w 
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=: 


und ihrer Differentialquotienten darstellen. nämlich auf die Function 


5) 2F = 0,W:4 W242, W,W,+..-40,W%, 


so haben die Functionen W vollständig dieselbe Willkürlichkeit wie die Functlio- 
nen w; und wenn man den w jeden beliebigen Werth beilegen konnte, so 
kann man bei den W dasselbe ihun. Man hat also dann nur das Integral 


; b\ 
V, == Fdr 
y 


zu untersuchen. oder mit andern Worten. das Zeichen der Function F inner- 
halb der gegebenen Grenzen a, db, und für beliebige Argumente W. In der 
That. man kann dann nach bekannten Methoden stets F in ein Aggregat von 
Quadraten zerlegen, dessen Argumente abermals, statt der W’, als unabhängige 
willkürliche Functionen betrachtet werden können; und damit V, stets positiv 
oder stets negativ sei, ist es nölhig und hinreichend, dafs die Coefficienten 
der Quadrate sämmtlich dasselbe Zeichen haben; wäre einer derselben für 
einen gewissen Werth von z entgegengesetzien Zeichens, so brauchte man 
nur die Argumente sämmtlich verschwinden zu lassen, bis auf das ent- 
sprechende, und diesem für diesen bestimmten Werth von = einen gewissen 
Werth beizulegen, um dem ganzen Integral VW, das entgegengesetzte Zeichen 
zu geben. 

Lassen wir für den Augenblick die Beziehung unserer Betrachtungen 
zu den Problemen des Maximums und Minimums ganz bei Seite, so kommt 
also die Aufgabe allein auf die Aufstellung der Function F hinaus. 

Aber die w sind nicht vollständig von einander unabhängig; es be- 
stehen nämlich zwischen ihnen die aus den Gleichungen (1.) hervorgehenden 
Relationen: 


0 — wm; z u; a + . wine °P, Bun op BB DB, 
1 























o, da dy, dr.  .! 
Era d 
dr dx 
(6) 0 _— wc, 9%: 4 w, Fr 4 000 a dw, Op, e dw, OP; 2. LP DD, 
De ' dx 3 dy, ' dx 3 ww. * i 
dx dr 


Es ist daher nicht nöthig, dafs F' unmittelbar die Gestalt annebme 


F—r.ı4Bß 


| dr ’ 


wie im Vorigen vorausgeselzt wurde; sondern es kann noch eine lineare 
Function der & hinzutreten, deren Coefficienten wiederum lineare Functionen 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft3. 33 
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der :w sind; es kann also werden: 

or FEW = PB+BbH:. 
wo die 7 von der Form sind: 

8) = C!wm + co ot... 10 w,. 

Da es aber darauf ankommt, in der transformirten Function F die W 
unmittelbar statt der » gebrauchen zu können, so müssen auch die Bedin- 
gungsgleichungen (6.) in lineare Bedingungen zwischen den W übergehen; 
d. h. es muls sein: 

90) & = L’W-+L®W,+...LÜW,. 

Endlich, da die Function F aus #" durch partielle Integration enistan- 
den sein soll, und also die Glieder, welche die Producte der Differentialquo- 
tienten enthalten. sich nicht verändert haben können, müssen die #7 die 
(restalt haben: 


(10.) W’; — 


(2) 


div; @) u: ; 
win un-..a, w,. 


ei 
Die Aufgabe ist nunmehr vollständig abgegränzt, und lälst sich so aus- 

sprechen: 
Die FKunction F, welche homogen und zweiter Ordnung ist in Be- 


dw, dw, 
dx’ dx’ 


Theile zerleyt werden, deren einer eine homogene Function F zwei- 
ter Ordnung mit den Argumenten (10.) ist, deren zweiter der voll- 
ständige Differentialquotient einer homogenen Function zweiter Ord- 
nung der w ist, und deren dritter endlich eine lineare Function von 
x gegebenen linearen Ausdrücken (6.) der w und ihrer Differential- 
quotienten ist; während diese Ausdrücke selbst in lineare Functionen 
der Argumente W übergehen. 

Die Unbekannten des Problems sind die neTh Coefficienten von B, 





zug auf die 2n Gröfsen w,, Way 2.5 .„ soll ın drei 





2 
die n’ Coeffiecienten @, welche in die W eingehen, die rn. Coelficienten Ü 
u n(Sn+4x-+1 
in (8.), und die n.2 Coefficienten Z in (9.); zusammen a = +1) unbekannte 


Grölsen. Die Coeffieienten in F sind als solche kaum zu rechnen, da sie un- 
dw; dw, 


mittelbar den Coelficienten der Produkte ra = gleich werden. Es sind 


2n.2n+1 n.n+1__n(ön-+1) 








aber dann vermöge der Gleichung (7.) noch 5 3 en 





14. Clebsch, Reduetion der zweiten Variation. 359 


und wegen der Gleichungen (9.) 2n.z Gleichungen zu erfüllen. Die Zahl der 
Gleichungen ist also der Zahl der unbestimmten Gröfsen genau gleich. und 


die Aufgabe daher im allgemeinen möglich. 
n.n—+i1 


; c! pit- 





Unter den Gleichungen, welche aus (7.) entstehen. sind - 


: . n.n-1 satt... 
ferentialeleichungen erster Ordnung. Die Aufgabe führt also ———— willkür- 


A 





liche Constanten mit sich. 
S. 2. 

Die Bestimmung der Functionen F, 3, #, W hängt mit den Glei- 
chungen (3.) aufs Genaueste zusammen, ebenso wie das Entsprechende bei 
einem Integrale, welches nur eine abhängige Variable enthält. lange bekann! 
ist. Dieser Zusammenhang soll nun dargestellt werden. 

Sei c eine der Conslanten, welche die Integration der Gleichungen (3.). 
(1.) im Allgemeinen mit sich führt, und sei 

Oyi oA, 


(11.) — — U,, — = At;. 


oc olt 








Dann gehen die Gleichungen (3.), (1.). nach e differentiirt, in die folgenden 
beiden Systeme über: 











02 d 02 
ou, ni g du 
de 
oR N. . oR 
12. on, dx 3 du, ° 
( ) 73 
082 ur. 02 
Sun der dm 
© 
dr 
88 - PR? 








y 


dı * 
wo 42 diejenige IRRE Function zweiter Ordnung der u, u, T- ist, welche 
dA 


entsteht, sobald in dem Ausdrucke f+A,p, +41, an die Stelle von 
Yıs Yas «+. As Ans «.. die Functionen 


Yıt:c, Ytlıı, :.. ht, te ... 
treten, und in der Entwickelung nach Potenzen von & der Coefficient von € 


genommen wird; Gleichungen, welche man auch als einer Minimumsaufgabe 


angehörig betrachten kann. Setzt man statt der # die w, so gehen die Glei- 
33 * 
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chungen (13.) in die Gleichungen (6.) über; setzt man die «, welche in 
diese Gleichungen nicht eingehen, zugleich Null, so verwandelt sich 2 in F'. 

Die Gleichungen (12.), (13.) bilden ein System von Differentialglei- 
chungen, dessen allgemeine Lösungen die Gestalt haben 


0%; oA; 
(14.) u = 2% 3° ; == re 


wo die Summe über alle 2n Constanten ce auszudehnen ist*), und die y 





ebensoviel neue Integrationsconstanten bedeuten. 

Durch verschiedene Wahl der 7 kann man beliebig Systeme der u, u 
bestimmen. Es soll im folgenden mit n verschiedenen solcher Systeme gleich- 
zeitig operirt werden; und dieselben sollen durch obere Indices 1, 2, ... n 
unlerschieden werden. 

Ws gilt zunächst der Satz: 

dafs für irgend zwei Systeme 


























A". ;. 
u u‘ De Pr ni 
der Ausdruck 
„® 082 08 / Er os 
u, u Tu = Eu Hanau Du Sem = 5 
has du „ du, 
2 en 
£ dx dx 
er) 08 rn) 082 rn) 08 
ER + u; (@) I #n (i) 
„ du, Tu; 3 du, 
dx dx dx 


einer Constanten gleich wird. 
In der That, nach den bekannten Eigenschaften der homogenen Functionen 
zweiter Ordnung, verändert sich der Ausdruck 








5 r (ö) u® 
u? 8 | u” 082 be; u” 082 + du, - 4 082 ui 
l du” | u; Au (r) u, au? dx “.. = | du‘ ) 
Ey dr 


a 08 ,„ oo 98 


- ur u = ze Us - -e.. 
\ eu‘ | Jul” 4 


i 





nicht, wenn man die Indices ?2 und r vertauscht. Zugleich verschwinden 





*) Das System der Gleichungen (1.), (3.) giebt in der That nur 2» Constanten. 
Denn differentiirt man die Gleichungen (1.) nach x, so bilden diese, wie man leicht 
sieht, mit (3.) ein System, welches 2x Constanten verlangt. Die Gleichungen (1.) 
sind aber x Integrale dieses Systems, deren Constanten den parlicularen Werth Null er- 
halten haben. Es bleiben also für die Gleichungen (1.), (3.) nur 2” Constanten übrig. 
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aber nach (13.) die Coefficienten der «, und nach (12.) wird das Uebrige 


’ (r) 
u, z du, 
6, 





r : ; 082 
ein vollständiges Differential, indem man EmO etc. durch (0) ste. er- 


dx 
setzen kann. Man hat also die Gleichung: 


1 (10221 0}. 














at‘ du‘ ’ du‘? 

N ra: 

dx dr 

d n 082 : 2 
4. 

ag du‘ du,” 

dx ".. 


Durch Integration folgt hieraus unmittelbar der obige Satz. 
Betrachten wir nun genauer diejenigen partikularen Systeme der x, u, 
bei welchen diese Integrationsconstante gleich Null wird. Da für diese Systeme 

















08 08 082 FOR, 
14. u‘ en “een rn A te u) — . a: u 
dr dr dr u ds 


: 1 a ’ 
so kann man immer X = Funktion /;, so bestimmen, dafs 





02 
3 du‘ 
dx 
o82 
(15.) 3 du,’ 
dx 


Be (r) ? 
nn Pr %, + Pi U, u? 7 TR 7 A 





=> Dan u 4 Pa u,’ + sm «Dan u‘ 





LEE — Aa ut 4 Pan ut, u) 








du‘ 
0 dx 
wo ß,=ß,;. Denn die ke a Beziehungen, welche nöthig sind, damit 
die 2205 Gröfsen 3 den n’ Gleichungen (15.) genügen können, sind eben 
die nr Gleichungen (14.), welche, wie man unmittelbar sieht, durch die 


Gleichungen (15.), welches auch die Werthe der £ seien, identisch erfüllt 
werden. 
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Differentiirt man nun die Gleichungen (15.) mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (12.), so erhält man ferner: 





























(r) (r) 
. 2 
u " a u "7,067, Pu TPa gr T 
(r) (r) 
a6 DD 
082 dßı: (r) ı dd (r) | B’ du, | 7 du, 
- - _— a — : ...— 2 —— 29 -—4— ... 
(16.) ou‘ Fi u EZ er Pe Zu 
) 
aR dA.. dB u dal” du‘ 
Pb  _.. un SEE.) BEE DR A 1 2 | 
u GREEN a Sera u, | ur rue U, Er oc A 1 ın 3 > ?n ez . 
6 dx u dx dx 


is ist eine merkwürdige Eigenschaft dieses Systems, dafs sich aus den 
Gleichungen (15.), (16.) die # und « vollständig eliminiren RE so dafs man 


ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung für die - Merk Gröfsen 9 
erhält. Die Funktion (2 nämlich hat die folgende Gestalt: 
22 — MU 43W+ 20, U UM, U, 
| 2 dp Ä (1) 
7 (b, -b; U, ...b, u 
= ! (2) (2) a 
. 2a" uwt+b" uw. bu, 
(17.) "dr IT n 
’ (> 54 on (A ) + 2 "... du, Fre du, ) 
1 dx Ce dır dr de wur ©, 
2 | du, ; du du 
1928 ; a ös« L pn vr 
Su!p,u „U; U -G ro ’ 
| u Pı la T Petri Pr TI TR " dı 


wo die Summe 8 sich auf die x verschiedenen Systeme der «, p, g bezieht. 
Bestimmen wir also n’ Gröfsen «, welche den Gleichungen genügen: 








(r) 
du 
1 (1) Du (1), (7) 
2 en Ci, u ET} U; ir. .+(, u, f 
X 
di (r) | 
2 (?) ,,‚o) (r) (2) ,,‚) 
. — (u UT L... u 
(18.) dx REEL 4 i 
[2 [ * “ . . [3 = ® [2 
(r) 
du 
n (r) „‚(r) (r)  ,) (nr) _(n) 
Ar = 0 u, + U, + „, uU, 3 


und z.n Gröfsen M,, welche den Gleichungen genügen: 
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) 
| ul” ——— M, u 4- M; +... Mu”, 


(19,) u = M, u -- M, u’ - ... M, u, 


w“” = Mu + M,w" +... M,u” 


so stellen sich die Gleichungen (15.), (16.) als lineare Funktionen der w. 
gleich Null gesetzt, dar; und wenn man also die Coefficienten dieser x ver- 


schwinden läfst,. wird aus (15.): 


(1) a) | 2) | u) x 
db; Heu; CR ni +ImM; = Pi; 
2), .®dı (2) Gm h) 
(20.) b; 4 Cy1@; 7620; + Can Sg N; - Fi2» 
a” ı = (1) 2) | (n) + 
I; u x C„ıC; + 6220; ei Cn®; Sg, NM; = Pin 


während ganz ebenso aus (16.) die Gleichungen hervorgehen: 


(1) _ () (2?) 0) (7) (n) 
-(b; u - b; ur ech, 0; ER Sp; M, 








dir | 
— Gr + Pac + Paa „% + Brit 
0) 2 Pi; (n) CR) 
42 +(b; on +6; eb )+Sp;M: 
. .: r 
) ” 1 Rn HR +, 


92 


‚y(1) „4A 2) (2) ? (n) 
a,.+ (6 a4 59 ai re )4-Sp,.M, 


14 1 n 
ddin 
= = 1(B,,0, + Dat +... 


dx 


Bemerken wir noch, dafs aus den Gleichungen (13.). d. h. aus der 


Gleichung 


r 
ee 


‘ Br y 7 : 
(22.) PıUh +pu + RE 2 Tw ti’ =WU, 


welche n.x Gleichungen darstellt, mit Hülfe der Gleichungen (18.) hervor- 


geht: 


\ 


=p-+tqa +g:; art: nen 
(23.) 0=p tae tms: been, 


n) 


ER SO de ET 











264 14. Glebsch, Reduction der zweiten Variation. 


so sieht man, dafs die n° Gleichungen (20.) und die n.x Gleichungen (23.) 
genügen, um die Functionen M und « ohne Hülfe der «und u durch die 5 aus- 
zudrücken. Denkt man sich alsdann diese Werthe in (21.) eingeführt, so er- 
hält man Differentialgleichungen erster Ordnung für die / selbst. 


‚s ist auch leicht die Gleichungen (21.) so umzugestalten. dafs sie 


+1 


. . . a . nn. 
sich unmittelbar, wie es nölhig ist, auf ——— 


2 
. . ä (1) 3 n) ae 
man braucht nur die Gleichungen (20.) mit @, , «\ ,... zu multipliciren, 


und von der r'” Gleichung (2?.) abzuziehen, indem man die Gleichungen (23.) 
berücksichtig!, um die für 2 und ” symmetrische Gleichung zu erhalten: 


dß;r 


dx ’ 


Gleichungen redueiren. Denn 


(0) 


j . u > (o) ; | / \ 
(24) 4,—3,3,0,% a, +8(p;M,+p,M;) = 


nn 1 


welche die —; 








gesuchten Gleichungen darstellt. 


Da sich die « und M als lineare Funclionen der / darstellen, so erhält man 


dß;, 


also ——- ausgedrückt durch eine bis zur zweiten Ordnung ansteigende Function 
da ” 


zweiter Ordnung der 5. Die Lösungen dieser Gleichungen aber erhält man, wenn 
man aus (20.) die 5 durch die M und «, diese selbst aber aus (18.), (19.) 
durch jene parlicularen Lösungen der Gleichungen (12.), (13.) ausdrückt, 
welche den Bedingungsgleichungen (14.) genügen. Man kann dies auch als 
Eigenschaft des parlicularen Systems in folgendem Theorem aussprechen: 


Die Bestimmung des particularen Systems der n’ Gröfsen u führt 


auf die Lösung eines Systems von nd Differentialgleichungen 
erster Ordnung (24.), nach dessen Auflösung n getrennte Systeme 
von je n Differentialgleichungen (18.) zu behandeln sind. 


$. 3. 
Die Gleichungen (24.) aber sind es, welche zugleich das in $.1 vor- 
gelegte Problem absolviren. 


Multiplieiren wir die Gleichungen (24.) mit ww0;w, und summiren nach 
ı und r, so finden wir: 





n | u Be (0) (0) 
(5) 330ww— 2,3,0,(0 Wı + 0% w+..)(e mw +0 uw.) 
‚ ! ww d 1 
28 pw + pen +.) Mw- Mur +.) = 3 3,ww, Pir . 


da 
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Die Gleichungen (20.) geben zugleich: 


dw (r) (r) (7) 
22 - (bi wi b, w.b, w,) 














ro 
” do (0) (0) dw, 0 ) 
_- 2, 7 Co - (q, 'w, - 0, WW; +. +) von (a w, + rw, =} ) 
26. 
re nn I dw, | Ä | 
--28 n-; Zara )M, w,-+ M,;w,--.-.) 
at dw, | ' 
(en 2) dr (Puwı - - Aw 4 r Zn -(Pawı Pa ws- a % 


Nimmt man nun noch die identische Gleichung hinzu: 


m a dw; dw; R dw, dw, 
Mm) Zen Ei — 0 


u: Pe a 
’.” da de ‘ 1 de dx 








und addirt die Gleichungen (25.), (26.), (27.),. so erhält man aus den er- 
sten Gliedern der linken Seite gerade die Function F', und es wird: 


(28) 2F—=,8,0,W,W, 





f \ ! dw, dıv \ 
28 /'M w, + M,w, - )(p w mw ..44 BE...) 
ner Beate )\pw mm tm, that) 
d 
EEE u I /) 48. 448 
zu 7, #:i =, Prw; w,) 
wo der Kürze wegen geselzt ist: 
(29.) IV —— dw, — (( ri w, 0, it, e ee ll, "w; \, 
® dr ui, 


Die Gleichung (28.) stimmt, wie man sieht, mit der Gleichung (7.) genau 
überein, sobald man setzt: 
—  — Mw-+ M;w-+-.- M,w 


(30.) 
2B = »Y =,P,w;w,; 

denn der Ausdruck &, welcher aus einer Bedingungsgleichung % entstand, 
wenn man für die y; den Ausdruck y;--ew; setzte und den Coellicienten 


von e nahm, ist offenbar kein anderer als: 
dw dw, di, 
31) P= pw PrwntPnW@n NT a Ze ı ee 


Aber diese Function 2 sollte sich nach (9.) als lineare Function der W 
darstellen. Nun braucht man endlich nur noch die Gleichungen (23.), (19.) 
zu beachten, um sogleich zu sehen, dafs & die Gestalt annimmt: 

(32.) op nn Yı W-+9 W;-+..q, W, = 0. 
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Man hat demnach folgendes Theorem bewiesen: 
Die zweite Variation R; F dx läfst sich immer zurückführen auf die 
Form / Fdr, wo F diejenige Function :st, welche aus den Trermen 


höchster Ordnung in F hervorgeht, wenn man darin die Differential- 
quotienten der w durch neue Functionen W ersetzt. Zwischen 
diesen W bestehen dann noch lineare Beziehungen (32.) in gleicher 
Zahl mit den vorhandenen Bedingungsgleichungen, während sie 
übrigens willkürlich sınd. 

Die Untersuchung des Vorzeichens der zweiten Variation ist so auf 
die Untersuchung des Zeichens einer homogenen Funclion zweiter Ordnung 
zurückgeführt, zwischen deren Argumenten gewisse lineare Beziehungen ob- 
walten. 


Die neuen Argumente #W drücken sich vermittelst der ursprünglichen 
w und unserer partlicularen Integrale in Determinantenform aus. Es wird 


nämlich aus (18.), (29.): 














divo 
2 w, w, * . . wm, 
(1) 
du, MD) m 1) 
7 wi 
1 (2) 
(31.) W, — R du, (2) (2) (2)| 9 
dr u, U, ee u, 
(n) 
du, um um u” 
dx 1 2 * . . n 








wo #t die Determinante der Functionen % bezeichnet. Aus dieser Form sieht 
man, dafs für die Anwendbarkeit der vorliegenden Transformation die Be- 
dingung auftritt: dafs sich die in den u enthaltenen willkürlichen Constan- 
ten so müssen bestimmen lassen, dafs R innerhalb der Grenzen nicht ver- 
schwindet, wenn nicht zugleich sämmtliche Zähler der W verschwinden. 


S. 4. 


Die in dem Vorigen angestellten Betrachtungen lassen sich nun un- 
mittelbar auf diejenigen Integrale ausdehnen, welche nicht blos die ersten, 
sondern beliebig hohe Differentialquotienten der abhängigen Functionen unter 
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dem Integralzeichen enthalten. Denn setzen wir: 
dy; n» Wy  dy 2) 
32) Zer, FA mn ed, 

so können wir annehmen, dafs die Function unter dem Integralzeichen nur 
die y selbst und ihre ersten Differentialquotienten enthalte, während die Glei- 
chungen (32.) als Bedingungsgleichungen hinzutreten. Und so können wir 
wenigstens zu einer Reduction die obigen Betrachtungen anwenden. Es zeigt 
sich aber, dafs diese Reduction bereits alles Erforderliche leistet. 


An die Stelle der % treten in diesem Falle die y mit ihren sämmt- 
lichen Differentialquotienten, bis zu dem zweithöchsten, welcher vorkommt. 
Betrachten wir also den Ausdruck W, in (31.), so sehen wir, dafs er wegen 


4 . - . “ . “ . . u dw. 
(rleichheit zweier Vertikalreihen identisch verschwindet, wenn nicht > den 
BE 


höchsten, w, selbst den zweithöchsten Differentialquotienten eines y reprä- 
sentirt. Wir sehen also, dafs die neue Function F, da ein grofser Theil ihrer 
Argumente verschwindet, sich reducirt auf eine homogene Function zweiter 
Ordnung der übrig bleibenden n Argumente W, während die Coefficienten 
dieselben sind, welche sich in der Function F' in die zweiten Dimensionen 
der jedesmaligen höchsten Differentialquotienten multiplieirt finden. Zwischen 
den Argumenten aber bestehen noch die den Gleichungen (32.) entsprechen- 
den. die von etwaigen Bedingungsgleichungen herrühren. 

Sind die höchsten vorkommenden Differentialquotienten respective die 
vr, 72”, etc. r,"", so bedarf man 


n (mtr teer,) 
verschiedener Systeme der den % entsprechenden Functionen, welche sich hier 
aus den Gröfsen 

6 dey; 


oc dıx* 
auf lineare Weise zusammensetzen. Die Art und Weise wie man diese Systeme 
zu parlikularisiren hat, ergiebt sich unmittelbar aus den Gleichungen (14.). 


Als ein Beispiel ergiebt sich der von Jacob2 behandelte Fall. In der 
That, sei das Integral gegeben: 


b dy ir END 
(33.) Vv =/ r(y; dx’ ‚Je dar? ) da, 


so kann man dasselbe zurückführen auf das folgende: 





34 * 
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022 2 S v6; yes 


a 





dy = dy r dyn—2 
A cz 42, n— a)ten (Y=_y ? ) de, 
Tr dr I) TR gr u, - 
wo die y als verschiedene Variable zu betrachten sind, die den Gleichun- 
gen unterliegen: 





F dy u dy, <a. Zu‘ dyn—: R u 
(35.) "rl 1 aa 0, Ye u Bon Dt Yen 0. 


Die Gleichungen, welche die erste Variation von V verschwinden 


machen. sind nunmehr: 

















/ ef —— a, 
oYy ES dr ’ 
of ' d), 
A Luger “| m ” 
oy, dx ‘ 
(36.) 
of L 7’ 
Eu An? — . 
OYn—2 dx 
ten da (_ö 
—— hun = — \ 
OYn—1 dx 3 dyn—ı ? > 
dx 


aus denen auch durch Elimination der 4 unmittelbar die Gleichung hervorgeht: 
an of d © d”’ 
(37.) f_dıd 1 — L..=(, 


oy dxoy, ' da? - 





welches die gewöhnliche Form ist. 
Ist nun e eine der 2n Integrationsconstanten der Gleichungen (36.), und 








oy; oA; 
ci >. , Z . z 
38) = 3,7. Ww=2Yy a 


so folgen aus (35.), (36.) die Gleichungen: 














oF 6 du 
ou dx ’ " ie. 
oF du. du 
——u = —, =, 
u dx dx 
(39.) . ” . [ . » . “ u. * . . 

oF ” a er du,_> 

Dr "Ta 
oF d oF 

- —U,ı = —) —— 

Oln—1 dx 3 dun-ı 





\ dx 
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wo nämlich 


(40) 2 = 








oO: n2r FE 

> ij pr lu. 
31 wur Lmı..ı IT ___(dn-ı) 
u oy oyöy, 1 | oy? z wer wre ro ) 
o- 





4  ——— 


dr d.r 
geseizt worden. 




















. . N (h) (h) nn —l 
Zwischen n verschiedenen Systemen %; , «; bestehen dann S 
Relationen, welche in der Gleichung enthalten sind: 
u‘) cam) J u” oQU ! N „ 2m) 
u Be u TE ru 
(41.) 3 du . a + I 5 du, 7 
dr oO / oO da 
UX KL 
nm RD RD 
u; 3 „Me r du‘ At _ du, — Gonst.. 
e O OO — 
da d.ır dr 


wenn 


du | du du,._ \ 
42, 2—= F-.u (u u )- U, (> — u,)-+ Mi, (= mn u_.)-. 
(42.) ı A\dr ii “ eo a) ” 


und welche in diesem speciellen Falle die folgenden werden: 





A). ı ., Mu) ı MN un m) OF" 
(43.) un tu Leu tu. 2 
e- 
Oo = 
da ; 
Const. 
Ä Arch) 
ur N Ly4N u” „® oe) cd 
ER 
„de. 
2er 
dx 


Für das gesuchte partikulare System hat man nur Const. — 0 zu setzen. 





. . a n.n—1 R a 
Dann sind die 2n° Constanten der x auf — zurückgeführt; und nunmehr 


2 
können wir aus den früheren Betrachtungen die neue Form der zweiten Va- 


riation unmiltelbar sen nämlich: 


: wi ö Li 
(44) V, 1 G= Dres u ai t (rs ae 
































dx dc" 
Wo 
ud du’ DE. u 
1 1 1 . Era u 
ET ee da da | 
(2) I! uQ) | 
2 (2) @) (2) or) du ( NEE 
u‘ ) ) . . . u r e a / | 
(45) R— m. Ws Un-ı| — dx a 
. . 5 . . . D . . “ | 
l 
(rn) (n) (n) 
u”) u wm; er U, um) du”) ke | 
—o . . ° ) 
dx dag! 
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dw„_ı 
vw ww 1; 
dx 
du‘ 
(1) (1) n 
u’ u u, 24 
(46.) u 1 0; dr 
. du” 
u er - 
dx 
m dw dw dr w 
dx d.c? dr? 
u® du) du dr u 
== dx dx? dx" 
um du) Pur) dr ul”) 
dx dx? dx” 
was die gewöhnliche Form ist. 
$. 93. 


Ich wende mich nun zu der Betrachtung eines nfachen Integrals mit 
Einer abhängigen Variable. Sei also: 


z ’(n) oO oy 
(47.) v=/'r Y; E 5) I Re FR Tıs ...)dz, dt, ... de, 


Die Aufgabe, V zu einem Minimum zu machen, erfordert zunächst das Ver- 
schwinden der ersten Variation, welches die bekannte partielle Differential- 





eleichung giebt: 

















E of _ 06 of of ö of 

(43.) Zn 7 2 * nr „ 0 la On oy 
u Ö 

or, OX, OXn 


Die zweite Variation aber, d. h. der Coefficient von &’ in der Ent- 
wickelung des Ausdrucks von V, wenn statt y darin y-.w gesetzt wird, 
nimmt dann die Gestalt an: 














(49) 2P, 
— ((anw' + 2a, 5 + 20.0 Ei 4 ta a (SE =) + )dz, dx... dr, 
wo: 
n2 0° 0° 
(19a) = u: EIRE) 5 d oy Ir 
v2 





Or, 08, 08, 
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Es ist die Aufgabe den Ausdruck V, auf eine möglichst wenig um- 
fangreiche Form zu reduciren, wozu die partielle Integration das Mittel bietet. 
Man kann die Function f, welche unter dem Integralzeichen von V, 
steht, und welche wir 2F’ nennen wollen, immer unter der folgenden Gestalt 











darstellen: 
ch i 3 — \ ED 
A) m 5 m m t ; 
(50) 2F= A 44, In + 2a: zz eekom 
Ö u. 
+ or, w)+ +. er —, w h 


WO mM, dı, Co, ... ©, zu bestimmende Functionen sind. Da nun die letzten 
Glieder sämmtlich einmal integrirt werden können, so reducirt sich dann der 
ein nfaches Integral enthaltende Theil von V,, der uns hier allein in- 
teressirt, auf 








61.) (V:) 
2 Ü 2 
u (= ir: 
- / A, . n. + 2a, = ++. fm’ dr, dz,...dx,, 


also wiederum auf das Aggregat der höchsten Terme mit verändertem Argument. 
Diese Reduction geschieht wiederum mit Hülfe der Differentialgleichung (48.), 
genau so wie bei einfachen Integralen. 

In der That, wenn man die Gleichungen aufsucht, welche in der Glei- 
chung (50.) enthalten sind, so werden dies folgende: 


u ara) tanken) + ande tale) 











ze + 4 On 
rz a En 
1 om Om em 
(52.) a En Au, TMaz, T On 3, —)+r 
1 o 6) 
An = ._ de trade a. nt ®, 
m om 
A,n = a Aın ox, ta 2n Em 1. m) ıv 


Wenn man nun die v mit Hülfe der letzten Gleichungen aus der ersten eli- 
minirt, so verschwinden zugleich die zweiten Dimensionen der Differential- 
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quolienten von m, und man erhält einfach: 


. n 
io da, oa, oa, 
(53.) in (din — r GEREEEED in; —— ( r) 














OL, OL, OXn 
..6 dm Im Im N 
u I aan sun EN 
,  —— \ ıl _ 22 B | in n - 
—ı OL; Or, ON, OXLn 


Wir erhalten aber dieselbe Gleichung auch, wenn wir die Gleichung (48.) 
nach irgend einer darin enthaltenen Integrationsconstante e differentiiren und dann 
Oy 
nn = —— 
oC 
selzen. Der allgemeine Werth von »n hat also die Form: 


= 0% 

(54.) 8 ‚zu Sy: 
wo die Summe auszudehnen ist über alle Integralionsconstanten e, und wo 
die 7 neue Constanten bedeuten. 

Die Constanten e in ihrer Gesammtheit bilden die ganze in der Function 

v auftretende Willkürlichkeit, und dieselbe wird im Allgemeinen derjenigen 
Unbestimmiheit gleichkommen, welche durch zwei willkürliche Funclionen von 
ie a— 1 Argumenten bedingt wird. Da indels über die Art und Weise, wie 
diese Willkürlichkeiten in der Lösung einer parliellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung auftreten, nichts bekannt ist, so steht ebensowenig etwas über 
die Rolle fest, welche die Constanten 7 in der Function »2 spielen. Enthält 
y eine willkürliche Funktion /7, mit beliebigen Differentialquolienten 7’ etc. 
derselben. welche also einen Theil der Constanten e in sich vereinigt, so geht 
der entsprechende Theil von m über in 





_—— 


ot "om 





er 2. 4Ben ı ;. 
ln | 


wo die (2 wieder die Ableitungen der neuen willkürlichen Function (2 sind, 
wie //' die Ableitungen von //, und wo die Function $2 dieselben Argumente 
wie // selber enthält. 

Die Grenzen des Integrals müssen so eingeschränkt werden, dafs man 
im Stande ist, die Conslanten 7 in einer Weise zu bestimmen, welche die 
Function »» innerhalb der Grenzen niemals verschwinden läfst, da sonst die 
zu integrirende Function durch das Unendliche gehen würde. Man kann den 
Sinn dieser Bedingung an dem folgenden Beispiele verdeutlichen. 

Es sei a2. Dann können wir y als die dritte Coordinate eines 


Punktes betrachten. dessen andere Coordinaten ©,. x, sind. Das Integral 
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ist auszudehnen über die Projection eines Theils einer Oberfläche. welche dureh 
die Gleichung: 

ya A229, 0,. 
ausgedrückt ist, und für welche zwei Grenzeurven gegeben sein mögen, durch 
welche sie hindurchzugehen gezwungen ist. Irgend eine Oberfläche. welche 
oleichfalls der Gleichung (48.) genügt, und welche der obigen sehr nahe 
kommt, hat dann die Gleichung: 


1 — 4 gr 4 r Zul 
Y . (21, 2,61 + &9ı3 © "T 8729» ...,. 
wo « eine sehr kleine Gröfse ist, und die 7 beliebige Constanten; oder 
wenn man nach Potenzen von & entwickelt: 


ya y- I Y 
. N 19% de, wie 


a 

Diese nächste Oberfläche kann sehr verschieden gewählt werden, da 
die Conslanten 7 sehr verschiedene Werthe erhalten können. Sie schneidet 
die erste Oberfläche in einer Curve, welche durch die Gleichungen darge- 
stellt ist: 
| oy oO | 
Au f » an . . \ Pi - I Ar - u 

— A 2a. C) ..e/j® r 2 ee. mr 000 v0), 
y f( 1942, 01, 029% J /ı de, 42 oc, | 

und welche im Allgemeinen zum Theil innerhalb, zum Theil aufserhalb des- 
jenigen Oberflächentheils liegen wird, über welchen die Integration sich aus- 


dehnt. Damit nun das Integral V, einen Sinn habe, ist es nölhig. dafs es 
eine Combination der z gebe, für welche der Ausdruck: 





innerhalb des bezeichneten Raumes niemals verschwinde; d. h. es mufs unleı 
allen möglichen nächsten Oberflächen wenigstens eine geben, deren Schnitt- 
curve mit der betrachteten Oberfläche ganz aufserhalb des Raumes der In- 
tegralion liegt. 


Berlin. den 5. November 1857. 


Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 3. 3) 
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15. 


Eine Bemerkung über Integration linearer Diffe- 


rentialgleichungen. 
(Von Herrn A. Weiler zu Mannheim.) 





Schon Euler hat gezeigt, dafs man der linearen Differentialgleichung: 
1.) @+be)y"+(a+br)y-+(-+bx2)y = 0 


uU, r . - * 
genüge durch die Form y ef e"“Vdu, wo V eine Function von % ist. 
u; 


und die Integrationsgrenzen «, und w, von x unabhängig sind. Nimmt man 


abkürzend: 


U, =a, u --a, u--a, und U, —b,wW-- b,u-- u 
so findet man den Werth: 
" 
du 
Ks EBpL. ‚ 
f 


und die Integralionsgrenzen a, und %, sind die Wurzeln % der quadratischen 
Gleichung U, =0. Um das allgemeine Integral der linearen Differential- 
gleichung darzustellen, bedarf man zwei verschiedener besonderer Integrale. 


Man findet ein zweites in der Form y=(a,-- bu)" f “eV du. Denn setzt 
man y=(m-+b,r)"z, so geht die Differentialgleichung (1.) über in: 
(1) (.+b,x)2"+(2nb.+a+br)2'--(b.n+a+b,r)z — 0, 
und zur Bestimmung des Exponenten rn hat man die Gleichung: 
bin —1)+-ab,— ab, De 0. 
Die neue Differentialgleichung aber liefert wie vorhin eine andre Form: 


Y = ("e V du. 


u; 


Für den Fall 5 —=«a,d,—a,b, hat man n—(, und es ist einleuchtend, dafs 
dann jene beiden besonderen Integrale identisch sind. Für diesen Fall hat 
Herr Spitzer neulich im 54°“ Bande dieses Journals S.280 ein zweites be- 
sonderes Integral in der Form: 


y = "la, +b,2)U,)e“ Vau 


entwickelt, wo U, und V und die Integrationsgrenzen %, und , mit den 
für die erste Form gegebenen Werthen übereinstimmen. 


























15. Weiler, über Integration linearer Differentialyleichungen. 275 


Ich habe die Mittheilung des Herrn Spzlzer mit meinen eigenen Re- 
sultaten in dem in Rede stehenden Theil der Integralrechnung verglichen. 
und bei dieser Gelegenheit sind denn einige allgemeine Betrachtungen und 
Erwägungen in meiner Erinnerung wach geworden, welche, wie ich glaube, 
allen hierher gehörigen Untersuchungen zur Richtschnur dienen sollten. Wenn 
gleich dieselben nichts Neues enthalten, so dachte ich doch, es sei nicht ganz 
überflüssig, bei Gelegenheit darauf zurückzukommen, da vielleicht nicht über- 
all das gehörige Gewicht darauf gelegt wird. 

Man erinnere sich zunächst, dafs das allgemeine Integral der linearen 
Differentialgleichung: 

Yz'’- Y.!+Y,2 = 0, 

worin Y, Y, und Y, beliebige Funclionen von y sind, jedesmal die Form: 

z = 1% 402 
hat. wo 2, und 2, besondere Integrale der linearen Differentialgleichung, ce, 
und c, aber willkürliche von y unabhängige Gröfsen sind. Daraus schliefst 
man. wenn irgend ein anderes besonderes Integral 2, vorliegt. dafs dann 
jedesmal die Gleichung: 

= 9. 02% 
besteht, wo ce, und e, bestimmte von y unabhängige Grölsen sind. Man 
könnte demnach die Integration jener Differentialgleichung als abgethan be- 
trachten, sobald einmal zwei besondere Integrale 2, und 2, bekannt sind. 
Allein es giebt verschiedene Rücksichten, welche auch weiteren Untersuchun- 
gen über die Form des allgemeinen Integrals ein Interesse geben; und diese 
Rücksichten ins besondere sind es. welche in den vorliegenden Zeilen her- 
vorzuheben beabsichtigt wurde. 

Es versteht sich. dafs man derjenigen Form des allgemeinen Integrals 
den Vorzug geben wird. in der die Gröfsen 2, und 2, durch die möglichst 
einfachen Functionen von y ausgedrückt sind. Man hat also einen Grund, 
noch weitere besondere Integrale aufzusuchen. wenn dadurch die beiden schon 
bekannten besonderen Integrale x, und 2, durch andere einfachere Formen 


ersetzt werden können. Was nun die oben berührte Differentialgleichung: 
(—b,r)y" —(a—-br)y-(a—-b,r)y = 0 
angeht. so erhält man. wenn Ö, nicht gleich Null ist. durch einige Transfor- 
mationen jedesmal die einfachere Gleichung: 
v2’ — (vr a—b)! —ar —=Q. 


und diese liefert die beiden besonderen Integrale: 
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2, — Jeruw(u—y) du (d--1>>0) 
zZ, — Jeu(u—y) du (a--1 29), 


welche in allen Fällen ihre Gültigkeit behalten. Das von Herrn Spitzer auf- 
gestellte besondere Integral gilt aber nur so lange, als nicht &, =0 ist; es 
entspricht hier der Bedingung «--d--1=0, oder auch der Differential- 
oleichung: 

y2' -+-(y+1)s!—az = 0, 


und zeigt sich also in der Form: 


n 1 nee r \a \ 
(3) Su. / eu u —1)Ilyu(a—1)) du. 


Doch glaube ich nicht, dafs ein Grund vorliegt, diese Form (3.) einer der 
beiden vorhin angegebenen vorzuziehen, welche für den Fall «-d5--1 —=0 
durch 


rs 
fi) == / eu u—y)'du (— a >00) . 


(2.) u Je um (u— y)' du (a+1>V0) 


dargestellt werden. 

Ich erwähne hier noch eine andere Rücksicht, welche Veranlassung 
giebt. mehr als zwei besondere Integrale einer linearen Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung aufzusuchen. Wenn nämlich drei solcher Functionen 
bekannt sind, so hat man jedesmal auch eine endliche Gleichung zwischen 
diesen drei Funclionen; und wenn diese durch drei bestimmte Integrale 2,. 
x, und x, sich ausdrücken. so ist durch jene endliche Gleichung: 

3; — 613; +02 
der Weg angedeutet, auf welchem man das eine von diesen bestimmten In- 
tegralen auf die beiden anderen zurückführt. Wie nun aber in dem vorlie- 
genden Falle die beiden von y unabhängigen Gröfsen e, und ce, zu bestimmen 
sind. damit das bestimmte Integral 2, durch die beiden anderen in (1.) und 
2.) gegebenen bestimmten Integrale berechnet werden kann, dies mag für 
jetzt dahin gestellt sein. 


Mannheim. im April 1858. 


EEE 














iv 
A; 
u | 


16. 


Theoreme sur les determinants zauches. 
(Par M. A. Gayley.) 





Dans le memoire intitul@ „Recherches ultcrieures sur les determi- 
nants gauches”, ce journal t. L. pp. 299—313 (1855), j’ai donn& une formule 
pour le developpement d’un determinant gauche borde; mais j’ai omis de re- 
marquer un cas parliculier assez important. La formule generale se rapporte 
a un determinant tel que: 

e123|P123 = |oPß, ol, «2, 23 

18, 11, 12, 13 
2, 21, 22, 23 
3P, 31, 32, 33 
que l’on obtient en bordant d’une maniere quelconque la matrice gauche 

(11, 12, 13) 

31. 8.381. 

31. 32, 33) 











On a par exemple: 
0e123|P123 = «Pß.11.22.393 
+0p.12.12.33 
10ß.13.13.22 
10.23.23.11 
+01.P1.22.33 
+02.P2.11.33 
+03.P3.11.22 
+0123./123 
1234|51234 = eß.11.22.33.44 
+0ß.12.12.33.44 
+01234.1234 
+a1.P1.22.33.44 
ih ei ne je 
+0123.P123.44 
+0234,234.11 
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ou les expressions «312, «13 ete. sont des Pfaffiens. Cela etant, le 
determinant forme en bordant d’une maniere quelconque une matrice gauche 
et symelrique peut se nommer determinant gauche et symetrique borde, et la 
formule fait voir qu’un determinant de cette espece se reduit toujours au 
produit de deux Pfaffiens. En effet en &ecrivant dans les exemples 1122 
—33 440, on obtient: 


«12313123 —= a123.%123 
«1234181234 — aß1234.1234 


e! de meme pour un delerminant gauche et symetrique borde quelconque, 
suivant que l’ordre du determinant est pair ou impair. Je remarque ä propos 








de cela. que dans le cas d’un determinant d’ordre pair, le terme «/ est mul- 
tiplie par un mineur premier lequel (comme determinant gauche et symetrique 
d’ordre impair) se reduit a zero; le determinant ne contient done pas ce 
terme a, et sera par consequent fonction lineo-lineaire des quantites «1. 
a2 ete. et 1/5, 2/7 etc.; de maniere qu’on ne saurait @tre surpris de voir ce 
determinant se presenter sous la forme d’un produit de deux facteurs, dont 
"un est fonction lineaire de «1, «2 etc. et l’autre fonction lincaire de 17, 
27 etc. Mais pour un determinant d’ordre impair, le coefficient du terme «/ 
ne se reduil pas a zero; en supposant donc que le determinant puisse s’ex- 
primer comme produit de deux facteurs, il est necessaire que l’un de ces 
facteurs soit (comme le determinant m&me) fonction lineaire de «3 et lineo - 
lineaire de «1, @2 etc. et 1/5, 2/7 etc.; de cette maniere on se rend compte 
de la difference de la forme des facteurs, qui a lieu dans les deux cas dont 
il s’agit. 

En ecrivant = « (ce qui implique && = 0, car on suppose toujours 
0? —= — a) le delerminant gauche et symetrique borde se seduit a un de- 
terminant gauche et symetrique ordinaire, de plus le Pfaffien «91234 se 
reduit a zero, et les @qualions deviennent: 

«123/123 = (0123) 
«1234|e1234 = 0; 

savoir, quand l’ordre est pair, le determinant se reduit au carre d’un Pfaffien, 


et quand l’ordre est impair, le determinant s’evanouit; ce qui est en effet la 
propriete fondamentale des determinants gauches et symetriques. 


2 Stone Buildings, Londres, le 16 Nov. 1857. 
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17. 


Ueber die binomische Reihe. 
(Von Herrn E. Heine zu Halle.) 





In den Comptes rendus der Pariser Akademie vom 26°" October 1857 
p. 641 behandelt Catalan die binomische Reihe: 


n n(n—1) » 
fs) = It 24 rt. 

für = +1, um eine Lücke zu ergänzen, die er in den geschätztesten Wer- 
ken bemerkt hat. Es scheint nach dieser Aeufserung nicht allgemein bekann! 
zu sein, dafs derselbe Gegenstand bereits von Cauchy in den Exereices T. 1. 
p- S behandelt, und durch Abel’s sehr allgemeine Untersuchungen über die 
binomische Reihe im I" Bande dieses Journals oder Oeuvres completes T. 1. 
p. 66 etc. vollständig erledigt ist. Die Methode dieser Autoren ist von der 
des Herrn Catalan durchaus verschieden; sie betrachten nicht das Restglied, 
sondern gehn auf dem Wege, auf dem man zu zeigen pflegt, dals zwei Gleich- 
heiten noch für einen besondern Werth der Veränderlichen bestehen. welcher 
ursprünglich beim Beweise ausgeschlossen war. Unter diesen Umständen 
wird es erlaubt sein, an dieser Stelle auf jenen elementaren Gegensiand zu- 
rückzukommen, und zusammenzustellen, was zum Beweise der Sätze nöthig 
ist. Da Adel den allgemeinsten Fall eines imaginären n im Ange hat, so 
habe ich hier, wo es sich um ein reelles rn handelt, die allgemeine Unter- 
suchung dem speciellen Falle in der Art angepafsi, wie es bereits seit einer 
Reihe von Jahren in meinen Vorlesungen geschieht. 

Da f(x), wenn 2e<<1 ist, gleich dem positiven Werthe von (1-- x)" 
wird, so hat man nur zu untersuchen, ob in den Fällen. in welchen A+1) 
einen Werth hat, die Reihe noch für 2 = +1 convergirt. Denn eine nach 
x geordnete convergente Reihe ist eine continuirliche Function von x, ebenso 
wie (1+-2)" von = —1 bis e—=-1, letztere mit Ausnahme des Falles, 
dafs <= —1 und zugleich n negativ ist, in welchem übrigens auch die Reihe 
divergiren wird. Man weifs aber, dafs wenn Y(x) und w(x) zwei von 2a 
bis = mit Einschlufs der Grenzen continuirliche Functionen sind, und 
wenn innerhalb der Grenzen die Gleichung y(z)=w(x) statlfindet, sie auch 
für die Grenzen besteht. 

Wir betrachten I. den Fall eines positiven rn, und seizen 1) = —1. 
Die Summe von 2, 3, ... (p-+-1) Gliedern wird dann (wie Gaufs bemerkt) 
offenbar respective 

N—l (n—1)(n — 2) un per -VR—2.. (np) 

1°? 1.2 PETER / 1.2.3...P e 
nimmt also mit wachsendem p fortwährend ab. Die unendliche Reihe hat 
also eine Summe, und diese ist daher (1—1)" =0. 
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Wegen eines späteren Falles erwähne ich die Folgerung, dafs jenes 
m(m—1)...(m—p-+1) 





summatorische Glied zur Grenze O convergirt, dafs daher 


1.2..9 
für == x noch verschwindet, wenn zn negativ und kleiner als 1 ist. 
Ist 2) = +1, so convergirt f(x) sicher, da die Glieder dieselben 


Zahlwerihe wie im ersten Falle haben, und die Zeichen von der Stelle an 
ıbwechseln. von welcher an sie oben gleich werden. Es ist also f(1) = ?". 
n n(n—1) 


Es sei 11. n negativ. Dann wachsen die Glieder 1, > 
wenn 22 orölser als 1 ist, so dafs wenn 1) e= —1, die Summe der Reihe 


wie man sich ausdrückt © wird. Aber auch wenn r<Z1, ist diese Summe 
noch », indem die Glieder gleiche Zeichen haben, und gröfser sind als die 
entsprechenden der folgenden: 
' n „1 n.1.2 
RE 
Setzen wir schlielslich 2) e=1, so divergirt nach dem Obigen die 
Reihe. wenn » >1, stellt also nicht 2” dar: sie convergirt jedoch für n<1. 
F"afst man nämlich das erste und zweite, das dritte und vierte Glied. u. s. f. 
zusammen. so entsteht die Reihe: 
„+1 , (a"+Ddnm—il) , (n+I)n...(n—3) | 
I u; 1.2.3 TRrARRERT 19 
in der (a -- 1) positiv ist. die also die halbe Summe von (1--1)'"" und 
1 — 1)"*, also = 2” wird. 
Allerdings folgt hieraus nicht unmittelbar, dafs f(1) selbst convergirt; 
z. B. divergirt die Reihe: 


140, GE Gr 


während diejenige convergirt. welche man durch Zusammenfassen von zwei 
(iliedern in obiger Art erhält: zu dem Rückschlufs gehört noch die Bedin- 
sung. dafs das (p--1)" Glied für y=» verschwindet. Dies ist aber bei 
f der Fall, indem hier in 














- 


/ 


n(n —1)...(n—p-+1) 





sich 2 verhält, wie in I., 1) der Buchstabe m. 

Aus dem Obigen folgt, dafs wenn man sich des Ausdrucks bedienen 
will. 0° sei für ein negatives n unendlich, dafs dann f(x) = (1--x2)" noch 
für e= +1 sei, den einzigen Fall ausgenommen, dafs n negaliv und es 
und zugleich 2 =1 ist. 

Ist » imaginär, so findel man ähnliche Resultate, indem man nach den 
Zeichen und Wertben des reellen Theiles von n eintheilt (Abel, Bd. 1. dieses 
Journals p. 334), wenn man einmal weils, welchem Werthe von (1--.)" für 
21 die Reihe f(x) gleich is. Man kann sich dazu der Sätze bedienen, 
welche Gau/s in seinen Disquis. gen. eirca ser. infin. ele. in der Sectio Il, 
$.16 No.1, II und III angiebt, welche man unmittelbar auf die Moduln oder 
vielmehr die Normen der Ausdrücke anwendet, die wir oben betrachteten. 

Halle. 1858. 





























IS. 
Ueber die lineare Abhängigkeit von FKunetionen 
einer einzigen Veränderlichen. 

(Von Herrn E. B. Christoffel in Montjoie.) 





Kine lineare Differentialgleichung n'* Ordnung ohne zweiten Theil 
zwischen y und der unabhängigen Veränderlichen x hat bekanntlich stets n 
Integrale Yı. Ya» » » Yn, der Beschaffenheit, dafs es unmöglich ist, n Con- 
stanten «4,. &, .. A, zu bestimmen, welche den Ausdruck: 

iv = 


identisch zu Null machen, ohne dafs zu gleicher Zeit alle diese Constanten 


Uyı hyy- 
verschwinden; es ist in diesem Falle #7 das complete Integral jener Differen- 
tialgleichung. Läfst sich dagegen // durch constante Werthe von «,. &n. .. 4,, 
die alle oder zum Theil von Null verschieden sind, zum Verschwinden bringen. 
so reichen die Funclionen y,, Y>, . . Y„ zur Darstellung des completen In- 
tegrals nicht aus. — Ganz ähnliche Verhältnisse finden bei den linearen Dille- 
renzengleichungen statt. 

Hat man demnach x Integrale einer solchen Gleichung gelunden, so 
mufs man untersuchen, ob zwischen denselben eine lineare homogene Relation 
existirt, oder nicht, ob man also aus ihnen das complete, oder nur ein parli- 
kulares Integral zusammensetzen kann. Die Entscheidung dieser Frage hängt 
von analytischen Kriterien ab, welche im Folgenden hergeleitet werden sollen. 


Wenn ferner durch die Anwer 'nng dieser Kriterien gefunden ist, dafs 
zwischen gegebenen Functionen eine lineare homogene Relation besteht, so 
kann man verlangen, dafs dieselbe wirklich aufgestellt werde. Dabei zeigt es 
sich. dafs die Werthe der Coeffiecienten, mit welchen die einzelnen Funclionen 
in dieser Relation behaftet sind, im Allgemeinen von den Grenzen abhängen. 
zwischen denen die unabhängige Veränderliche liegt, und für andere Grenzen 
ganz verschieden ausfallen. Die folgende Untersuchung wird lehren, dafs auch 
die Bestimmung dieser Grenzen nach allgemeinen Prinzipien von Stalten geht, 
so dafs für die beiden Hauptfragen, auf welche man auf diesem Gebiete stölst. 
leitende Grundsätze vorhanden sind. 

Jourual für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 36 
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Um die zu dieser Untersuchung erforderlichen Unterscheidungen tref- 
len zu können, ist es nothwendig, den Begriff der Function in folgender 
Weise zu erweitern. 


Es bezeichne x eine Veränderliche, welche jeden reellen Werth an- 
nehmen kann, »n eine zweite Veränderliche, welche nur positive und negative 
ganzzahlige Werthe annimmt. Ist nun eine Function f(x) zwischen den 
willkürlichen reellen Grenzen # und 5 gegeben, so stellt die Gleichung y=f(x) 
:ine Curve dar. welche von 2 =a bis e=b in gegebener Weise verläuft. 
Die Gleichung y=f(m) dagegen stellt vermöge der über zn getroffenen Be- 
stimmung ein System von Punkten dar, deren Abseissen die zwischen den 
Grenzen a und 5 enthaltenen ganzen Zahlen sind. Sowie nun f(x) eine 
Function von x ist, weil es für jedes zwischen « und Ö liegende x einen 
bestimmten Werth hat, so ist f(m) eine Fuuclion von »n, weil es für jedes 
zwischen a und 5 liegende »n einen bestimmten Werth hat. Da man aber 
durch jenes System von Punkten beliebig viele unter einander nicht im Min- 
desien verwandte Curven y==f,(xX) legen kann, so dafs, für jedes zwischen 
a und 5 liegende mn, fi(m)=f(m) ist, so sieht man, dafs die Natur dieses 
Systems von Punkten, nämlich die Funclion f(m) ganz unabhängig ist von 
den Werthen, welche f(x) für die nicht ganzzahligen Abseissen annimmt. 
Man mufs also bei der Definilion der Funclion von »» die Vorstellung, dafs 
sie in einem Ausdrucke enthaiten sei, der auch für nicht ganzzahlige Werthe 
der Veränderlichen gewisse Werthe hal, als ganz unwesentlich fallen lassen, 
und sich diese Function entweder graphisch durch ein auf bestimmte Axen 
bezogenes System von Punkten, oder was genau dasselbe ist, numerisch durch 
eine Tabelle gegeben denken, in welcher die eine Colonne diejenigen Werthe 


enthält. welche »r» annehmen kann, während die andere Colonne jedesmal den 


zugehörigen Functionalwerth liefert. 


Da nach dem Gesagten unzählig viele Functionen von x dieselbe Function 
von ın enthalten, so kann durch eine Function von an ohne Hinzufügung wei- 
terer Bedingungen keine einzige Function von x bestimmt sein. Aber es ist 
wesentlich zu bemerken, dafs man von den Functionen von m zu den Functio- 
nen von x übergehen kann. Hängt nämlich f(m) noch von einer willkür- 
lichen Constanten & in der Weise ab, dafs f(ım) = F(ms) ist, wo e nicht 
anders als in der Verbindung ne vorkommt, so setze man me= x; dann 
entspricht der Aenderung von m um eine Einheit die von x um &, d. h. um 





N 
» 


1 


- 
w 
. 


Christoffel, lineare Abhängigkeit von Functionen. 283 


eine Gröfse, welche vermöge ihrer Willkürlichkeit auf jeden Grad von Klein- 
heit gebracht werden kann. 

Auf dieselbe Art, wie die Functionen von m, lassen sich auch Functio- 
nen einer Veränderlichen »=’ definiren. welche sich nicht mehr wie m um 
constante, sondern um ganz beliebige Differenzen ändert. Aber da die Werthe. 
welche »n’ annehmen kann, eine bestimmte Aufeinanderfolge zeigen. so kann 
man a’, und folglich auch jede Function von m’ als Function von m be- 
trachten. 

Sind n--1 Functionen von m gegeben, f(m), fi(m), .. f, (m), so kann 


man stets eine lineare homogene Relation Af(m)--A,fı (m) + -— A,f, (m) 0 
aufstellen. in welcher mindestens einer der Coeflfieienten A, A,.... A, von 


Null verschieden ist, und welche für bestimmte n aufeinanderfolgende Werthe 
von m, elwa für mn=m,,. m, -+-1,.. m, +-n—1 gültig ist. In dem beson- 


dern Falle. wo diese nämliche Relation auch noch für die Werthe n=m,—1. 
M— 2,2 GE MN, m +-n—+1,.. m,—-n--p stallfindet. nenne ich 
die Functionen f(m), fı(m), .. f„(m) linearabhängig für die Werthe 
m—=m—G my —Y-+1,.. m, +n-p. Die Anzahl der Werthe von in, 
für welche gegebene Functionen von m linearabhängig sind. kann demnach 


nie kleiner sein, als die Anzahl der Functionen. Es ist nach dem Vorange- 


schickten kaum nöthig zu bemerken, dafs die Eigenschaft der Linearabhängig- 
keit sich nicht auf die Funclionen f(x), fi(x), . . f(x) bezieht. in welchen 


jene enthalten sind. sondern nur auf die besondern Werthe, welche diese 
Functionen für die angegebenen ganzzahligen Werthe von x annehmen. — 


Sind die gegebenen Functionen in den Intervallen nm = m, m’—1, .. m"—1: 
m—= am", m’ 1... m" —1:... m=m, m'—1,.. m'—1 linearabhängig. 


während die Relationen, durch welche diese Abhängigkeit ausgedrückt wird. 
in den einzelnen Intervallen verschieden sind. so nenne ich die Functionen 
wieder linearabhängig für die Werthe n= m, m’ —1,.. m’—1. 

Wenn die gegebenen Funclionen in einem bestimmten Intervall den 
Bedingungen der Linearabhängigkeit nicht genügen, so nenne ich sie lineur- 
unabhängig für die in jenem Intervall enthaltenen Werthe von m. 

Es ist nach dem oben Angedeuteten einleuchtend, wie diese Definitionen 
auf den Fall einer continuirlichen Veränderlichen x übertragen werden. Will 
man dieselben benutzen, um zu untersuchen, ob und innerhalb welcher Gren- 
zen die Functionen fm), fı(m), . . f„(m) linearabhängig sind, so muls man 
zunächst die Coefficienten A, 4,. .. J, so bestimmen, dafs die Gleichung 

36 * 
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Af(m)+ Afı' m) -+A,f,(m)=0 für nm, m, +1... m n—1 
stattfindet, wo za, irgend einen besondern Werth von »» vorstellt. Ist dies 
geschehen. so mufs man versuchen, ob diese Gleichung auch noch für einen 
der Werthe m —=m,—1, m,-+-n besteht, und wenn eins von beiden der 
Fall ist, weiter versuchen, ob sie auch noch für folgende Werthe von m 
gültig bleibt. Man gelangt alsdann von selbst zu den Grenzen, innerhalb derer 
die Linearabhängigkeit stattfindet. Besteht diese Relation aber nicht mehr für 
m —= m, — 1, an, +-n, so muls man die Coelfficienten A, A,, .. A, von Neuem 
für einen andern Werth von 22, bestimmen, und dasselbe Verfahren wieder- 
holen. Um dieses grade in den wichtigsten Fällen unbrauchbare Verfahren 
überflüssig zu machen, dienen die im Folgenden zu entwickelnden Kriterien 
für die Linearabhängigkeit der Functionen von m. 


8. 

Seien n--1 Functionen Fun: ei (m), .. f„(m) gegeben, welche für die 
Werthe m = m,,. m,—+1, .. an, --n--p linearabhängig sind. Dann mufs 
p”-0 sein. Es sind nun drei Fälle eh: 

1) entweder besteht zwischen diesen Funclionen nur eine einzige 
lineare homogene Relation, welche für alle jene Werthe von m gültig ist; 

2) oder es bestehen mehrere dieser Relationen, für die nämlichen 
Werthe von m; 

3) oder endlich zerfällt jene Reihe von Werthen in + r Intervalle 
(deren jedes aus mehr als n Werthen besteht) von zweierlei Art, so dafs in 
den 4 Intervallen der ersten Art eine einzige lineare homogene Relation existirt. 
während in den r Intervallen der zweiten Art die gegebenen Functionen durch 
mehr als eine dieser Relationen mit einander verbunden sind. Hierin ist der 
Fall mitbegriflen, wo eine der Zahlen g oder r gleich Null ist. 

Im ersten Falle hat man, wenn m einen der Werthe m,, m,--1, 
ın,—+p bedeutet, die Gleichungen: 


Afm) — A,fı[ m) + -- Penante zei: 'Q, 
VRBOM Draft m-- 4 A,f, m-+1) = 0, 
Af(m-- u Afılmd n)+ ++ A,f,(m+n) = (0. 


Setzi man Pi 
(1) Z+ıfm)fi(m+1)..f„(m+n) = JI(m), 
n 
oJ(m) A4,m), 





(2.) ofu(m-+n) 
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so folgt aus den n ersten jener Gleichungen für ein unbestimmtes «: 
8) 4, = w4,(m). 
Da nun der Vorausseizung gemäls wenigstens einer der Coelfficienten 
A, von Null verschieden ist, so folgt, dafs en unserm Falle wenigstens eine 
der Gröfsen A,(m) für jedes der Reihe m,. m,- 1... m,- »--1 ange- 
hörige m von Null verschieden ist, während die Determinante I'm) für 


die Werthe m=m,, m,--1,... m, p verschwindet. 


Im zweiten Falle hat man für jedes der Reihe u,. m, 41... mp 
angehörige m wenigstens zwei von einander unabhängige Relationen: 
Af(m)-- A,fı(m)----+A,f, m) — 0, 


Bfin)+B, fi (m) ----B,f,(m) — 0, 


woraus wiederum für die Werthe m = m,, m,--1. .. m,--p die Gleichung 
\ y a mM 
A(m)—0 folgt. Da aber der Voraussetzung gemäfs die Quolienten 794°. 


B, .. 

Ex wenigstens zum Theil von einander verschieden sind. so erhält man. wenn 
aus beiden Gleichungen eine der Functionen f, eliminirt wird, stets eine Re- 
lation derselben Art zwischen den übrigen Functionen, in welcher wenigsten: 
ein Coeflicient von Null verschieden ist. Daraus folgt, dafs man in diesem 
Falle nothwendig die Gleichungen A,(m)—=0 hat, wo u jede der Zahlen 
0,1... n, und m einen beliebigen der Werthe »u,, m, +1... m, -p--1 
vorstellt. Bestehen mehr als zwei Relationen zwischen den gegebenen Functio- 
nen unabhängig von einander, so erhält man aufser den Gleichungen 4m) —0. 
A,(m)=0 noch weitere Formeln, welche für unsern Zweck jedoch kein 
näheres Interesse haben. | 


Was den dritten Fall betrifft, so sieht man leicht, dals wenn alle in 
den unentwickelten Determinanten (m) oder 4,(in) vorkommenden Argumente 
demselben Intervall angehören, sich die in den beiden ersten Fällen gegebenen 
Erörterungen mit den nöthigen Modificationen wörtlich wiederholen lassen. 
Liegen diese Argumente dagegen in zwei aufeinanderfolgenden Intervallen, so 
lassen sich in Bezug auf die in diesen Intervallen stattfindenden Relationen 
sehr verschiedene Voraussetzungen machen, von denen hier nur eine einzige 
discutirt werden soll. Nimmt man an, dafs von den linearen Relationen. 
welche in den einzelnen Intervallen stattfinden, keine auch im andern gültig 
ist, so kann man augenscheinlich aus diesen Relationen keine allgemeingültigen 
Gleichungen herleiten, in welchen aus beiden Intervallen bestimmte Functional- 
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werthe,. aber aufser diesen keine andern Gröfsen mehr vorkommen. Man 
kann daher über den Werth von A(m) oder A,(m) im Allgemeinen gar 
nichts fesiselzen, sobald die in ihnen vorkommenden Argumente verschie- 
denen Intervallen angehören; liegen dagegen diese Argumente in demselben 
Intervall, so ?st auf jeden Fall A(m) =0, und es sind aufserdem ulle 
/,(ım) gleich Null, oder wenigstens ein Theil derselben von Null ver- 
schieden, jenachdem das Intervall von der zweiten oder der ersten Art 
;st. Die Anzahl der Werthe von »n, für welche die in 4(m) vorkommenden 
Argumente zwei aufeinanderfolgenden Intervallen angehören können, ist gleich 
n, und kann diese Zahl nicht übersteigen, da jedes Intervall mehr als n Ar- 
sumente umfalst. Send daher n--1 Functionen linearabhängig, so kann 
es vorkommen, dafs n, aber nicht mehr aufeinanderfolgende Werthe ihrer 
Determinante I(m) von Null verschieden sind. Ist umgekehrt A(m) für 
mehr als n aufeinanderfolgende Werthe von m von Null verschieden, so 
können jene Functionen nicht für alle Werthe von m linearabhängig sein. 


S 
Ich gehe jetzt von der Voraussetzung aus, dafs 4(ın) für die Werthe 
m — My, My--1,.. m,-+p verschwindet, dagegen für die Werthe m—=m,—1. 
n,--p--1 von Null verschieden ist. Dann gilt der Satz, dafs die Functio- 
nen f; fi, - - f, für die Werthe m—=m,, m,—+1,.. m,-p-+n linearab- 
hängig sind. 
Es soll zunächst bewiesen werden, dafs dieser Satz für n--1 Functionen 


ojlt. wenn er für # Funclionen stattfindet. Setzt man: 

(1.) sm) = Af(m)+A, fı(m)— -- + A,f,.(m). 
und nimmt für die Coeffiecienten A, A,, .. A, bestimmte Zahlen, welche den 
Gleichungen: 

2) yma)=0, ym-+li)=0, .. ymın—1)=0 
senügen. wo m irgend einen besondern Werth von »n bedeutet, so erhält 
man aus den Gleichungen (2.) und einer der folgenden: 

} s ! \ ) y ! \ l_ br TR 
Afm—1)-- A fm —1)+ +. A, f(m’—1) 
Afm--n)— A,fı (m --n)+.---A,f.(m'-n) 


die Gleichungen: 


g(m’—1), 


| 


f (mn), 


(3) 4,4m—1) = (—1)"ylm’—1)4,(m), 
(4.) A,„4I(m) = p(m'-+n)4,(m'). 
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Ist nun m’ eine der Zahlen m,, m,-1,.. m,+p», so verschwindei 


in (4.) der Voraussetzung zufolge die linke Seite, und man hat: 


5.) Yylm+-n)d,m) — 0. 

so dafs entweder p(m’--n)=0 ist, oder sämmtliche 4,(m’) verschwinden 
Es zerfällt daher im Allgemeinen die Reihe m,, m,--1, .. m,--p in Intervalle 
von zweierlei Art; in denen der ersten Art ist wenigstens eine der Gröfsen 
4,(m') von Null verschieden, und es sind daher, wie behauptet, die Funelionen 
f; fi, ; - f„ In diesem Intervall linearabhängig. In den Intervallen der zweiten 
Art. in welchen man die n—1 Relationen 4,(m')—0 hat, sind je n der ge- 
gebenen Functionen linearabhängig vermöge der Voraussetzung, dafs obigeı 
Satz für n Functionen gültig sei. In der That haben die Determinanten 7, n 
dieselbe Form wie J(m), während sie eine Function weniger enthalten. 


In einem Intervall der ersten Art kann nur eine einzige linear: 
homogene Relation zwischen den gegebenen Functionen stattfinden; in 
einem der zweiten Art dagegen bestehen in Folge der gemachten \Voraus- 
setzungen #--1 Relationen, deren jede von einer Function frei ist. Eine An- 
zahl von n--1 Relationen dieser Form kann sich nicht aus einer einzigen 
Relation herleiten lassen, es bestehen daher in den Intervallen der zweiten 
Art mindestens zwei lineare Relationen zwischen den gegebenen Functio- 


nen unabhängig von einander. 


Da 4(m,—1) = (—1)” | f(m,—1) 4,(m,) — fi (m, —1) 4,(m,) — --} von 
Null verschieden ist, so muls von den Gröfsen 4,(m,). also auch von den 
zu ihnen proportionalen Gröfsen A,, eine wenigstens von Null verschieden 
sein. Die Werthe m,, m,—+1,.. m,—+-n gehören also zu einem Intervall deı 
ersten Art, in welchem nur eine einzige Relation y (m) = stattfindet; und 
diese Gleichung kann wegen (3.) nicht auch für den Werth an —= m,—1 be- 
stehen. — Gehört ferner der Werth =,» zu einem Intervall der ersten 
Art, so besteht die in demselben stattfindende lineare Relation wegen (4.) auch 
für den Werth m = m,—p-n, während sie unmöglich für den folgenden 
Werth von »« stattfinden kann. Liegt jener Werth in einem Intervall der 
zweiten Art, so hat man der Voraussetzung gemäls mindestens zwei von ein- 
ander unabhängige lineare Relationen w(m)=0. ym)=0,. welche für die 
Werthe u, —-p—+-n—1, m —-p—n—2,.. statlfinden. Für dieselben \Werthe 
besteht also auch die Relation «w(m)-—-/>z(m) = 0, in welcher man die 
Zahlen « und > so bestimmen kann, dafs dieselbe auch für m—= m, — p-n 
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stattfindet. Auch diese Relation kann unmöglich für m = m, - p- n-1 stalt- 
finden. wie man leicht sieht, wenn man in (4.) m" = m,—+p--1 selzt. 

Es bleibt nur noch übrig, obigen Satz für zwei Funclionen nachzu- 
weisen. da er alsdann auf jede Anzahl von Functionen ausgedehnt werden 
kann. Dieser Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Vorangehenden, 


da nämlich in unserm Falle 4, m) = — fı(m), A, (m) = [{m) ist, so besteht 
in den Intervallen der zweiten Art jede beliebige lineare Relation zwischen 


den gegebenen Functionen, während für die Intervalle der ersten Art die 


Linearabhängigkeit der gegebenen Functionen bereits nachgewiesen ist. Auch 


0 
g 
wiederholen sich die Bemerkungen, durch welche die Grenzen nachgewiesen 
wurden. innerhalb deren die Linearabhängigkeit nothwendig stattfindet. 

Aus diesen Beweisen ergeben sich nun weiter folgende Sätze: 

I) Damit gegebene n—1 Funclionen fm), fi(m), .. f„(an) für alle 
Werthe von »x linearunabhängig sind, ist erforderlich und hinreichend, dafs 
ihre Determinante (m) für alle Werthe von 2 von Null verschieden ist. 

2) Ist die Anzahl aufeinanderfolgender Werthe von m, für welche 4(m) 
von Null verschieden ist, nie gröfser als n, so sind die Funclionen f(m). 
fm), .. f.(m) für alle Werthe von »n linearabhängig. 

An diese Sätze, welche in Verbindung mit den im Anfange bewiesenen die 
vollständigen Kriterien für die Linearabhängigkeit oder Unabhängigkeit gegebener 
Funeclionen enthalten, schliefsen sich folgende Bemerkungen, die zur Bestim- 
mung der Grenzen dienen, innerhalb welcher die Linearabhängigkeit im All- 
oemeinen durch verschiedene lineare Relationen ausgedrückt wird. 

3) Sind zwei Intervalle, in welchen ./(m) verschwindet, durch n oder 
weniger Werthe von »n getrennt, für welche (m) von Null verschieden ist. 
so kann keine lineare Relation zwischen den gegebenen Functionen, welche 
in dem einen Statt findet, auch im andern gültig sein. 

Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhin geführten Beweise. Ist 
ferner »n’ der erste Werth von m in einem Intervall der ersten Art, m’—1 
der letzte in einem von der zweilen Art, und (m) = die in jenem statt- 
findende lineare Relation, welche also für an = m’, m’—1, .. besteht, so ist 
in (3.) Ian’ —1)=0, dagegen von den Gröfsen 4,(m') mindestens eine von 
Null verschieden, also nothwendig g(m’—1) = 0. Da ferner in der Gleichung 
4, 4m — 2) = (—1).p(m'—2) 4,(m'—1) beide Seiten unabhängig von 
(m —?) verschwinden, so kann dieser Werth von Null verschieden sein, so dafs 


also die Relation (m) = 0 notwendig für © = m'—1, aber nicht auch für 
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m — m'—2 stattfinde. — Ist ferner m’-+1 der erste Werth in einem Inter- 
vall der zweiten Art, an’ der lelzte in einem von der ersten Art, und p(m) — 0 
die in letzterem stattfindende lineare Relation. so ist nach dem vorhin Bewiese- 
nen g’m’+n)=0; aber da in der Gleichung 

4,I4(m +1) = p(m'-+n-1)4, (m +1 
beide Seiten unabhängig von p(m’-+-n--1) verschwinden. so kann dies von 
Null verschieden sein. 

4) Sind also zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der zwei- 
ten Art geschieden. so ist die lineare Relation. welche in dem einen statt- 
findet, nicht nothwendig auch in dem andern gültig. 

>) Ist ein Intervall der ersten Art. welches die Werthe mn = m... 
m,— 1. .. m, umfafst, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt. so 
findet in ihm eine einzige lineare Relation statt, welche für die Werthe 
m —= m, —1. ın,. .. m,-—-n, aber nicht nothwendig auch noch für die Werthe 
m, —2 und m,—-n-+1 gültig ist. 

Um diese Sätze auf ein Beispiel anzuwenden. nehme ich an. dafs: 
Am) ==V ist für jedes »n, und dafs sämmtliche 4,/m) verschwinden. wenn 
ın einer der Gruppen: 
nn. m 1... mi —1;: m, m+1,.. 9; —1;.. m, m-+1... m, —1 


angehört. während für jeden andern Werth von zu» wenigstens eine jener 


Gröfsen von Null verschieden ist; und sei m, < m, m, <m,..< m, <m. 
Dann findet zwischen den n--1 Functionen eine einzige lineare Relation 
statt für m—=—x,.. mı+-n—1; eine andere für mn—=m, —1. m}. 

m +-n—|1; eine dritte für n—= m, —1. m, .. m; --n—1; u.s.f.; und 
endlich eine im Allgemeinen von jenen verschiedene für wm, —1l.m,,.. x. 
Dagegen sind jede beliebige n von den gegebenen Bi linearabhängig 
für die Werte m = m. m-1... m +n—-2: mm, mw+1., 

mw -n—?r;.. min, m—1,..m,—-n—?2, und es finden in den ein- 


zelnen Intervallen im Allgemeinen ee lineare Relationen statt. 


3. 
Ich werde jetzt die lineare Differenzengleichung: 
(1) Pm)fm+-m)-P m fim+n—1)--—P,(m)f (m) = 0 
untersuchen, in welcher die Coefficienten P, P,. .. P, analytische Functio- 


nen von »n sind. und dabei die erlaubte Voraussetzung machen. dafs für 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft &, 37 
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keinen Werth von »» sämmtlliche Coefficienten verschwinden. Ist dies näm- 
lich nicht der Fall, so darf man (1.) nur durch eine Function p(m) dividiren, 
welche nur dann verschwindet, wenn sämmtliche Coefficienten verschwinden. 
und sich jedesmal in derselben Weise der Null nähert, wie derjenige Coelli- 
cient, welcher von allen am langsamsten gegen Null convergirt. Ebenso 
werde ich vorausselzen, dafs für keinen Werth von »z» einer oder mehrere 
dieser Coefficienten unendlich grofs werden. 

Es handelt sich bei dieser Untersuchung, wie im Folgenden bei den 
linearen Differentialgleichungen, wesentlich darum, genau festzusetzen, welchen 
Grad von Allgemeinheit das complete Integral einer solchen Gleichung im 
Allgemeinen, und welchen dasselbe unter gewissen Bedingungen erreichen 
kann. Dieser Grad hängt ab von der Anzahl linearunabhängiger Funclionen, 
durch welche jener Gleichung und gleichzeitig etwaigen Bedingungen ge- 
nügt wird. 

Das allgemeinste Verfahren zur Integration von (1.) besteht darin, dafs 
man die Werthe f(n,), f(w,-1), .. f(m,--n— 1) der gesuchten Function als 
willkürlich gegeben betrachtet, und dann miltelst (1.) die Werthe fm, —+n), 
fim,-- n--1),.... f(m,--n--p) successive bestimmt. Ist dies geschehen, und 
giebt man der Funclion f(x) für alle übrigen Werthe von m einen willkür- 
lichen Verlauf, so sage ich der Kürze wegen, dafs sie der Gleichung (1.) 
für die Werthe: 

(a) m= m, m-+1,.. m, +p 
genügl. 

Sind » Funclionen f, (m), (m), .. f„(m) gegeben, welche der Glei- 
chung (1.) für die Werthe (a.) genügen, so hat man demnach für die näm- 
lichen Werthe von ax: 

P(m)fı(m--n)-- P,(m)fi'm+-n—1)+---P,(m)fi(m) = 0 
| Pf. (mn) Pm)f,(m+-n—1)-+.-—+P,(m)f,(m) = 0, 
und wenn man hieraus die Coellicienten P,, P;, .. P,-ı eliminirt, nach der 
[rühern Bezeichnung: 
(3.)  P(m)4,(m+1) = (—1)" P,(m) 4A,(m). 
Mitielst dieser Gleichung läfst sich nun zunächst leicht nachweisen, dafs unter 


gewissen Umständen r linearunabhängige Integrale der Gleichung (1.) existi- 
ren. Setzt man nämlich voraus, dafs die Coefficienten P(m) und P,(m) für 
die Werthe (a.) von Null verschieden sind, so kann man die w illkürlichen 
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Verthe fı (mu). fr(m,+1), - . (mo -n— 1). f;(m,) ete. immer so annehmen. 
dafs 4,(»n,) von Null verschieden ist. Da somit auch 4,(m,-+-1). A,(ım,--2). 
A,(m,-+-p--1) von Null verschieden sind. so folgt nach dem Frühern, dafs 
die Functionen fi» fa* -- fn für die Werthe: 

bb) m = m. m+1,.. m, +-p-+n 
linearunabhängig sind. 


Ich werde jetzt umgekehrt beweisen, dafs für alle Werthe von m, 
für welche n linearunabhängige Functionen wi Gleichung (1.) genügen sollen. 
die Gröfsen P/m) und P,(ın) von Null verschieden sein müssen. 


Sind die vorhin gegebenen Functionen für die Werthe (b.) linearun- 
abhängig, so ist 4,(m) von Null verschieden für m = m,, m, +1, .. m, --p-1, 
also in der ganzen Ausdehnung der Gleichung (3.) weder A,(m) noch A,(m--1) 
gleich Null. Es ist daher nicht möglich, dafs eine der Gröfsen P(m) und 
P,(m). aber nicht zugleich die andere verschwinde; und umgekehrt würde, 
wenn dies der Fall wäre, eine der Gröfsen A,(m) und 4,(m-+-1) gleich Null 
sein. also eine Linearabhängigkeit zwischen den gegebenen Functionen be- 
stehen. Die Coeflicienten P(m) und P,(m) können aber auch für keinen 


. i ö 0A, (m) 
der Werthe (a.) zugleich verschwinden. Seizt man nämlich — ae) A, (m), 
u 





woraus: 
I,(m) = fı (m) A,,(m)-- (m) 4,, (m) - bee 

(1), "4, (m-+1) = fi(m-n) A,(m)+f(m+n)A,.(m)-+- 
folgt. so ergiebt sich unter der Voraussetzung P(m)=0 und P,(m) =0 aus 
den Gleichungen (2.), dafs entweder sämmtliche Coeffieienten der Gleichung (1.). 
oder sämmtliche Gröfsen 4,,(m) verschwinden. Das Erstere ist gleich im 
Anfange ge RR: wäre das Andere der Fall, so hätte man 
auch A,m)—=0,. A,(m--1)=0, woraus der Voraussetzung zuwider die 
Linearabhängigkeit dee arbeite Functionen für die Werthe von m, m--1,.. 
m--n folgt. 

Bezeichnet man demnach durch »n’ die besonderen Werthe von »n, für 
welche einer der Coefficienten P(m) und P,(m), oder beide zugleich ver- 
schwinden, so hat man folgende Regeln: 


1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (1.) für einen der 
Werthe »n’ genügen, können nicht linearunabhängig sein. 


2) Will man die Gleichung (1.) durch n linearunabhängige Functionen 
37% 
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integriren, so ist dazu erforderlich, dafs für keinen der Werthe m’ jede die- 
ser Functionen der Gleichung (1.) Genüge leiste. 

3) Hat man umgekehrt r linearunabhängige Funclionen, welche der 
Gleichung (1.) in bestimmten Intervallen genügen, so kann es unter den Wer- 
then zu’ keinen geben, für welchen sämmtliche Functionen der Gleichung (1.) 
genügen. 

1) Stelll man bei der Integration der Gleichung (1.) die Bedingung, 
dafs das gesuchte Integral jener Gleichung auch noch für einen der Werthe m’ 
genüge. so giebl es keine n, sondern höchstens n— 1 linearunabhängige 
Functionen, welche diesen Bedingungen genügen, und ihre Anzahl kann durch 
weitere Bedingungen auch noch weiter reducirt werden. 

Aus diesen Sätzen folgt, dafs bei der Integration der Gleichung (1.) die 
erste Aufgabe darin besteht, die besondern Werthe »w’ zu ermitteln. Dadurch 
zerfällt die Reihe der Werthe von m in Intervalle, zwischen denen die 
Werthe m’ eingeschaltet sind; in jedem einzelnen Intervall mufs die Integra- 
tion besonders vorgenommen werden. 

Hieran schliefst sich der bekannte Satz, dafs die Gleichung (1.) nie 
mehr als » linearunabhängige Integrale haben kann. Denn genügen die 
Funetionen f, fi, - . f„ jener Gleichung für die Werthe (a.), so folgt 4m) =0, 
woraus sich weiter ergiebt, dafs diese Funclionen für die Werthe (b.) linear- 
abhängig sind. Bilden die Werthe (a.) eines der eben beschriebenen Intervalle. 
und sind in demselben die Funclionen fi, f2> -- fr linearunabhängig, so sind 
Amy), IA, my +1), .. Am, +p-+1) von Null verschieden. und es besteht 
für die Werthe (b.) eine einzige lineare Relation: 

Af(m) + A, fi (m) ++ A,f. (om) =0, 
in welcher A von Null verschieden sein mufs. Denn, wäre A==0, so müfs- 
ten wegen der Linearunabhängigkeit von fi, fs, -. f„ auch die übrigen 
Coefficienten A,. A,, .. A, verschwinden. Es besteht also für sämmtliche 
Werthe (b.) eine einzige Relation von der Form: 
[(n) = afı (m) + a; f(m) -----—-a,f,(m). 

Genügen die Functionen f, fi. -. f, der Gleichung (1.) in mehreren aufein- 
anderfolgenden Intervallen, in denen f,, fr, .. f, linearunabhängig sind, so 
kann für einen beliebigen der zwischen jenen Intervallen eingeschaltelen 
Werthe m’ wenigstens eine der letztern Functionen der Gleichung (1.) nicht 


Genüge leisten, also / mn’) nicht gleich Null sein. 
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Sind daher zwischen zwei dieser Intervalle » oder weniger Werthe m 
eingeschaltet, so mufs die in dem einen stattfindende lineare Relation von der 
im andern bestehenden gänzlich verschieden sein ($.2. 3)). 


4. 
Die noch rückständige Untersuchung von Functionen, welche von einer 
stetigen Veränderlichen abhängen, erledigt sich aus dem Vorangehenden mittelst 


der identischen Gleichung: 
(1) Z+fm)fi(m-+1)..f,(m+n) = IZ+tflm)Af,(m).. 4 f,(m). 
in welcher nach der gewöhnlichen Bezeichnung von Differenzen: 


i6—1) 


han Nilm) 


Sf; (m) —= fi (m 2) Sad if, (an--i u 1) de 


ist. Dieselbe wird einfach dadurch bewiesen, dafs man auf der rechten Seite 
für die Differenzen ihre Entwicklungen setzt, und dann durch Addition von 
Verticalreihen redueirt. Aus (1.) ergiebt sich: 


oA(m) 
of” f.(m) 





(2.) 4 ,(m) 


Nun wird an den frühern Betrachtungen gar nichts geändert. wenn 
man überall statt der Argumente ın, m-- u der einzelnen Functionen dasselbe 
Vielfache derselben (m-- u)e einführt, also auch nicht, wenn man me = «, 
e— Or setzl. Dann ist: 

if! ee Dt 
Sfi(me) = 04'ff” (2), 


Am) — Etfts)fiw)..f(@)=E(r) 


orrt+l 


Iulm)_ _ _E@) _ 7 
Orr ld Pe fi (x) 2 








(ze). 





u.s. w. Dies festgestellt, hat man folgende Sätze: 

1) Verschwindet E(z) für alle Werthe von 2 =, bis 2 = .r,. wo 
x, <r, ist. so sind die Functionen f(x), f(x), -. f.(2) für diese nämlichen 
Werthe von x linearabhängig. Ist „/(x)=0 eine der linearen Relationen. 
welche für = r, und kleinere Werthe von x stattfinden, und construirt 
man die Curve v—=y/z) für alle Werthe von x, die gröfser als x, sind. 
so hat diese Curve für z = r, mit der Abscissenaxe einen Contact von der 
n'“" Ordnung. 

2) Sind zwei Intervalle, in denen Ex) verschwindet, durch Werthe 


von x getrennt, für welche E(.x) von Null verschieden ist, so wird die 
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Linearabhängigkeit der gegebenen Functionen in beiden Intervallen im All- 
cemeinen durch verschiedene Relationen ausgedrückt. 

3) Damit gegebene n--1 Functionen f(x), fi(®), .. (x) für alle 
Werthe von x linearunabhängig sind, ist es erforderlich und hinreichend, dafs 
ihre Determinante E(.r) für alle Werthe von x von Null verschieden ist. 

Nennt man ferner ein Intervall, in welchem mindestens eine der 
Gröfsen E,(x) von Null verschieden ist, ein Intervall der ersten Art, da- 
gegen ein solches, in welchem sämmtliche E,(&) verschwinden, eines von 
der zweiten Art. während E(x)== 0 vorausgesetzt wird, so hat man weiter: 

4) Sind zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der zweiten 
Ari geschieden, so ist die lineare Relation, welche in dem einen statifindet. 
nicht nothwendig auch im andern gültig. 

>) Ist ein Intervall der ersten Art, welches sich von 2 = x, bis 2 =, 
incl. ausdehnt, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt, so findet 


in ihm eine einzige lineare Relation y(x)=0 statt. Construirt man die 


Curve v=yg(e) für die Werthe e<xr, und 2>r,, so hat der erste 
Zweig für == x, mit der Abseissenaxe einen Contact von der ersten, der 
andere für =, einen von der x" Ordnung. Nur in besondern Fällen 


kann in diesen Punkten der Contact auf eine höhere Ordnung steigen. 
Ich wende mich zur Untersuchung der Differentialgleichung: 


(3.) A “A (a) - eo. A,(z) fr (a)+ .+ A „(z)fer) = 


und betrachte statt derselben zunächst die Gleichung: 


(4.) A(me)- ai 








n—1 


+ A, (me) Se Ems) +. A,(me)f(me) 


welche durch die Substitution: 














nn PL n—s-1)P_ er Hp +. 
n(n—1)..(n—s+1) 
tm P\. 
Ki Fr 
oder 
4, 4-1 , n—s+2)(n—s+1) A, 
u en (ee et 
P,,=- (Amer) Ze 15 a 
U E% „n(n—A)..(n—s-+1) 
en 1.2..8 A 


die Form: 


P (me) f((m--n)e) + P,(me)f((m+n—1)e)— + FP,(me)f(me) — 


annimmi. Es läfst sich daher alles, was im vorigen Paragraph festgestellt 
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wurde, auch auf vorstehende Gleichung (4.) übertragen, welches auch der 
Werth von & sei, also auch dann, wenn & unter einer beliebigen Grenze liest. 
Bezeichnet man daher durch zu’ die Werthe von m, für welche bei 
einem bestimmten, unter einer gegebenen Grenze liegenden & eine der Grölsen 
A(me) 
P(me) = nn 
„yAlme) A, (me) A, (me) N 


P,„(me) nn (—1) ! 








—_+ — 


€" su za £ 
oder beide zusammen im Vergleich zu allen übrigen Gröfsen P. verschwin- 
den, so sieht man augenblicklich, dafs, wenn jene Grenze immer kleiner ve- 
nommen wird. diese Werthe sich auf diejenigen redueiren, für welche P’m: 
verschwindet. 
Macht man nun die erlaubte Voraussetzung, dafs es keinen endlichen 

Werth von z giebt, für welchen alle Coefficienten A,(x) verschwinden, oder 
für den einer oder mehrere derselben die Grenzen des Endlichen übersteigen. 
und bezeichnet durch x’ diejenigen Werthe von x, für welche A{x) ver- 
schwindet, so erhält man folgende Resultate: 

1) Gegebene » Functionen,. welche der Gleichung (3.) für einen der 
Werthe «’ genügen, können nicht linearunabhängig sein. 

2) Will man die Gleichung (3.) durch n linearunabhängige Functionen 


, 


integriren, so ist dazu erforderlich, dafs für keinen der Werthe =’ jede dieser 


Functionen der Gleichung (3.) genüge. 

3) Hat man umgekehrt n linearunabhängige Functionen, welche der 
Gleichung (3.) in bestimmten Intervallen genügen, so kann es unter den Wer- 
then x’ keinen geben, für den jede dieser Functionen der Gleichung (3. ) 
genügt. 

4) Stellt man bei der Integration von (3.) die Bedingung, dals das ge- 
suchte Integral jener Gleichung auch noch für einen der Werthe =’ genüge. 
so giebt es keine n, sondern höchstens a —1 linearunabhängige Functionen. 
welche jenen Bedingungen genügen, und ihre Anzahl kann durch weitere 
Bedingungen auch noch weiter reducirt werden. 

Hat man n Functionen fi» f2» -» f„, welche der in 2) aulgestellten 
Bedingung genügen, so erhält man durch Elimination von A,. As. .. 4, aus 
den Gleichungen: 

AfA ++ Ale = 0 


AD EH AED + A) = 0 
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die folgende: 





Ale | 
A(z) Sa) 4m) E,( I) =— 0. 
Da in der ganzen PRBENE.; dieser Gleichung A(.r) von Null verschieden 
ist, hat man entweder E,(z) = 0, also auch > ne oder: 
L 
IE 
E,ox A 
woraus: 
A, X), 
' / ne \ A x j 
(9.) E, = J = e- ( ) 
folei. Die rechte Seite dieser Gleichung enthält eine durch die Integration 


eingeführte Constante, welche dadurch bestimmt werden mufs,. dafs man für 


x einen besondern Werth einsetzt. 


ob E, 
abhängig oder 


Dabei entscheidet sich zugleich die Frage, 
gleich Null oder von Null verschieden ist. d. h. ob jene Integrale linear- 
linearunabhängig sind. 


Die obigen vier Sätze bedürfen einer Erläuterung, welche ich für den 


dritten und vierten Satz an zwei einfachen Beispielen geben will. Die Glei- 
2 ‘ » 4 1 ‘ 

chung (a —1) f"+ 2ırf'— 2f == 0 hat die Integrale , =r, ı = eg — : 

während == +1 ist. Diese Integrale sind linearunabhängig, also ar eines 


derselben für 2 —= — 
Dies 
Werthe aufhört 


1, und eines für z=1 der Differentialgleichung nicht 
That mit fz der I da fü 


der Voraussetzung zu entsprechen, dafs seine Aenderung der 


genügen. ist in der Fall. in der Nähe jener 


Aenderung von 2 proporlional sei, also von der Herstellung der Differential- 


quotienten f" und f” für jene Werthe keine Rede sein kann. — Untersucht 


man die Wärmebewegung in einer Vollkugel nach der Fourzer'schen Theorie 
für Fall. 


Gentrum genommenen Radiusvector x abhängt, 
u? 6° on 


2° 0X OxX 


stante, so kann man ein particulares ke finden. wenn man noch die Glei- 
ou 
chung — = — 


QO 


den wo die Temperatur « nur von der Zeit £ und dem aus dem 


so hat man für alle Punkte 


der — —.). Ist « eine willkürliche Con- 


ou 
Kugel ohne Ausnahme Er 


eu hinzunimmi. Dann erhält man: 
‚ou 


ou , 0? 
L nu d — + er 
04 ' a dr | 


und es ist ein solches Integral zu suchen, welches dieser Gleichung für den 
Punkt x Diese Gleichung hat die Integrale: 





0. 


— 


zu 





— 0 genügt. 


Ur ax 
COS — 
a 
C5 . 
LK 


sin — 
da 


1 ————; f: 


— 


fi 
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von denen das Letztere zu verwerfen ist, weil es der Gleichung nicht für 
En genügl. 

Aus art. 3 übertragen wir noch folgende Sätze. Hat man rn --1 Functio- 
nen f, fi» -. f„, welche der Gleichung (3.) für alle Werthe von =— x, bis 
2 — r, genügen, so sind dieselben für die nämlichen Werthe von x linear- 
abhängig. Sind die Funclionen fi, fa, . . f„ in jenem Intervall linearunab- 
hängig, so besteht in demselben eine einzige Relation von der Form: 


Br N. on ir Ba a | > 
[\#) 2. afı(€)-) 4:f2(2)- rn a,f. 
Genügen diese nämlichen Funelionen der Gleichung (3.) in zwei aufeinander- 


folgenden Intervallen, zwischen denen ein Werth x’ liegt, für den A(x 


A' (7)... I (w) verschwinden, und ist «= n, so muls die in dem einen 
Intervall stattfindende lineare Relation von der im andern bestehenden gänz- 
ich verschieden sein. 
4 
>. 
Es ist hier am Orte, einige Eigenschaften der im Vorhergehenden be- 
trachteten Determinanten anzuschliefsen. Es ist: 
„ T 7 1 { n 7” W7 U n 
ZS+VU.VU}.V,U,..V,UW” = VV,..V,Z+ UU/T!.. U», 
(u) (u) (u) (u) (1) 2 (4) 
und wenn man U, ,— U, = AU, , AU, —-IU, = LU, etc. setzt: 
‚ AI! RI mTIo) —_ x rytt It" (n 
Z_+UAU SU || m Z+UU, 9 ae 


eine Formel, welche man auf dieselbe Art, wie die Gleichung (1.) art. 4 be- 





weist. Die Verbindung dieser Gleichungen giebt: 
(1) Z+V/UV.4VU')S(VU").. 4“(VU”) 
—= VV,V...V ,Z+ UM’ LU"... U". 


u a ee u: Sing: | 
Setzt man in dieser V=-,, Vı Br. V,=7: so folgt: 
. r > x U' ur N 
& ’ 71 22 pr n I ER ’I! in ie 
Z+ VAU'LU".. 209 = UV... U,2+4T7)E(T). #7) 


Wiederholt man diese Operation und seizt: 


KI-U, Ur, AU, we. 


71,0 


so ergiebt sich schliefslich: 
(2) Z+UIUT LU"... PU” 
UU, .. U. UUW Pr UM x UMU>,, U2>,,. Um? Uri. U" 1 


Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 38 
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dert zutr Factoren 


dargestellt ist. Setzt man UP —=f,(me- ue), V, = p(me-- us), me —= x und 
e= 0x, so erhält man aus (1.), wenn man durch 0.” dividirt und zur 





wodurch die Determinante zur Linken als das Product von 


Grenze übergeht: 





ar Eh, Fu — grzrp ch SL... 
O.x° o.x" ır 098° or" 


(3.) ZS+ypf —- 


u,v 


Bezeichneti man ferner die Grenze von 13 durch f,,, so dafs man hat: 


lu» = (2), fuı = (ee), IR = > (22), eic., 








re INA = 
(4.) & +r2h Ir .. — 5 au rufe. En 


OX 0X or" 
Die Gleichungen (3.) und (4.) sind zuerst von Herrn Hesse im 54°" Bande 
dieses Journals pag. 249, 250 veröffentlicht worden *). 

Zur Tansformation der Veränderlichen in diesen Determinanten hat man 


Formel: 


6) z4/% 








BEL. IL (PER .. EL 
or 0x° oxX”  \or -—— 9 9% ol" ° 


welche sich sehr leicht beweisen läfst, indem man für die Derivirten nach x 


die nach Z mittelst der Formel: 


o"f o"f (= 3) tg (m) 0"” a (n) ai m 


or" or" ) Y 





ar 7 U; ol"? | 
einführt, und dann durch Addition von Verticalreihen reducirt. 


Selzt man: 


f, Sfr. Ale 84 EN 
a 3 


— — 


21, dx? ) af  , 





so hal man folgendes System von Gleichungen, dessen Beweis ich übergehe: 


*) Die in diesen beiden Gleichungen enthaltenen Ergebnisse waren bereits vor län- 
ser als einem Jahr von Herrn Christoffel gefunden und der Redaction dieses Journals 
mitgetheilt worden. Nur dem Umstande, dafs der Herr Verfasser dieser Arbeit einige 
Aenderungen in derselben vorzunehmen wünschte, ist es zuzuschreiben, dafs die näm- 
lichen Ergebnisse, welche Herr Hesse in der cilirten Abhandlung erhalten hat, von die- 
sem früher veröffentlicht worden sind. D. 
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| +44, A, .. A u AI’ 

ar + 4, NA, Ei er = (—1) n J pp Mi 

Pu: A, N I, .. 32 nr (—1) er P, a E+f, Of 
0 Rn 


a7 





+ AN. > Ar zrr I ie 
6) Zr NE. I NIE. 


+ 











Z+4A = (AM mgzrpEb.. ZI: 
ae 
An—1f 
I, — (—1 mz+n&.. = [> ; 


OX : oe 


Diese Gleichungen sind von Wichtigkeit für die Untersuchung solcher 
linearer homogener Differentialausdrücke, welche nach der Benennung des 
Herrn #lesse zu einander complementar sind. So enthält z. B. die vorletzte 
derselben die vollständige Integration einer linearen Differentialgleichung ohne 
zweiten Theil. für den Fall. dafs das Integral ihrer Complementargleichung 
bekannt ist. 

Montjoie, 1857. 

















300 


19. 


Ueber die Transformationen, welche in der Varıa- 
tionsrechnung zur Nachweisung sröfster oder 


kleinster Werthe dienen. 
(Von Herrn Minding zu Dorpat.) 


D:. von Jacob? im 17" Bande dieses Journals S.71 in die Varia- 
tionsrechnung eingeführten Transformationen, die seitdem schon mehrmals, na- 
mentlich noch jüngst in dieser Zeitschrift von Herrn E. Heine, behandelt worden 
sind, lassen sich in vollständig entwickelter Gestalt aus einem algebraischen 
Lehrsatze herleiten, der in folgender Formel enthalten ist, nämlich: 


(A.) zb —-j),ya—b-j),_,t/a—b+j—1), > 4. 


u) /vr— 
J 


In dieser Formel sind «a und d beliebige, v und j ganze Zahlen; a, bedeutet 
in üblicher Weise die Vorzahl von =” in der Entwicklung von (1--.2)" und 
mufs daher immer gleich O gesetzt werden, wenn v negativ ist; die Summation 
nach 7 umfafst alle Werthe, welche gültige (d.h. nicht verschwindende) Glie- 
der geben; der Anblick der Formel lehrt, dafs diese Werthe von j weder 
selbst negaliv sein. noch » — j negaliv machen dürfen. Die Formel (A.) ist 
daher richlig, wenn v negaliv ist; sie ist auch richtig für »—=0, denn als- 
dann erhält man rechter Hand 1 und linker Hand nur ein gültiges Glied für 
j=0, dessen Werth ebenfalls 1 ist. Der Beweis ist also nur noch für ein 
posilives ganzes v zu führen. 

Zur Abkürzung setze man die im Folgenden häufig auftretende Form 





(— a); +(—a—1)_,=f(a,t), also: 
faa,i) = (a), + a), = (fa +1, (Hi -Nu} 
so ist für ein negalives 2 (welches übrigens hier immer nur eine ganze Zahl 
sein kann), f{a,?)=0; für ©=0 wird f(a,0)=1; für ein posilives 2 ist: 
fa,i) = (—1} e-Meinei.. et | 


Auch gilt folgender Satz: Sind m» und ? ganze Zahlen, deren Summe 


positiv ist, so ist: 


N fm, i) + -N'föm) = 0; 
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hingegen für m-+2 == 0 wird vorstehende Summe —= (—1)”2. Es folgt 
hieraus f(m, an) —=0, wenn m posiliv ist; für ein negalives m ist ebenfalls 
f(m, m) —=0; für m—0 aber wird (0,0) —1. 

Um nun die Formel (A.) zu beweisen, werde 


zb-jyfb-a ra, = Hab,» 
7 


gesetzt; so ist zu zeigen, dafs p(a,d,»v) auch für jedes positive ganze v, wie 
für negative v und für »—0 verschwindet, welche Werthe auch a und 5 
haben mögen. Schreibt man für v, »— 2 und für 5, b—:, wo ? eine ganze 


Zahl bedeutet, so erhält man: 





zb —1—j,fb—- a—i—j,y—i—j) = 4,_;79i; 


J 
wo zur Abkürzung ; für p(a,b—t, v—i) geselzt ist. Diese Gleichung werde 
mit /(d,2) multiplieirt und die Summe der Producte für alle © genommen. 
welche gültige Glieder geben, oder auch, ohne solche 2 vorläufig zu unter- 
scheiden, für alle 2 von —» bis +. Es entsteht so die folgende Gleichung: 
l 


< < ” .\., “ 2 \ y, en. mt 2 2 . . . > \ ug < .* | 
z2fb,2)b-ı—j,fb —-a—t—j,v—i—j) = Zflb,i){a_; +9}. 
L 7 ı 


Wird hier j = u— & gesetzt, so verwandelt sich diese Formel in nachstehende: 


ZI; bu), fb-a—u,v— u) = Zflb,i)la,_;+ pi. 
u 14 


I 


‘ 


worin die Summalion nach 2 sogleich ausführbar ist; man hat nämlich nach 


einem bekannten Satze: 
Zfb,i) b—u), ; = Z—byb— u, + Fb) (lb u),-. 


| ) 
= (-wW),+(-u—),- = fiwu). 

Es ist aber f{u, w«)—=1, wenn u == 0, in allen anderen Fällen isi f(u, u) ==0: 

folglich ist auf der linken Seite die Summation nach « nicht weiter vorzu- 

nehmen, sondern nur «== einzusetzen, wodurch die zweifache Summe 

linker Hand den Werth f(b —a,v) erhält. Denselben Werth giebt aber auch 

die Summe: 


= \b, 2)a,_; En = (— b);a,_; + = (— b —1);_ı d,-; 
— (a—b),+(a- 5-1), = flb-a,n): 
daher ist If(b,2)p; =. 


Nun ist aber bereits bekannt, dafs p;— 0, wenn v —: negaliv oder 
auch gleich Null ist; ferner ist f(d,2)=0, wenn ? negativ; daher darf vor- 
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stehende Gleichung, mit Weglassung der sich unmittelbar als ungültig ankün- 
digenden Glieder, also geschrieben werden: 

izv—l 

= fb,t)y(adb—i,r-—i) = (0. 
Wird hier nach und nach = 1, 2, 3, ... eingeselzt und beachtet. dafs 
f‘%,0)=1, so folgt: 


fürv—1 g(ab,1)—0, 
(b, 


fürvr=?2 gl(a,b,2)+f(b,1).pla,d—1,1)—=0, 

fürvr—3 gl(ab,3)+f(b,1).9(a,b—1,2)+-fib,2).9(a,b —2,1)=0, 
u. S. W. 

Die erste Gleichung y/a,d,1) = 0 gilt aber für jedes d, also ist auch 

g’a,b—1.1)=0 und folglich p(a,b,2)=0 wiederum für jedes 5; also 

y(a,b—2,1)=0 und p(a,d—1,2)=0, daher Y(a, b,3)—=(0, u. s. f. all- 

semein pia,b, v) —= 0 für jedes posilive ganze v; wodurch die Gleichung (A.) 


erwiesen ist. Schreibt man darin $--v für 5, so kann sie auch leicht auf 
lolgende Gestalt gebracht werden: 


a1. (a <-Ma—P—r 3 — 1a —d—r4I—2)...(a—A—2v-+2j-+1) 
el 1.2.3.9—j 





vn a,—},, 


wo alle Glieder der linken Seite durch @— /? theilbar sind, so dafs die Formel den 


ei ER 
— —- auf eine besondere Weise darstellt; ich bleibe jedoch bei 


3 
j 


ihrer ersten Gestalt stehen, um noch einige Zusätze daran zu knüpfen. 
Wird die Formel (A.) mit =” multiplieirt und die Summe der Producte 


Quotienten 


von v—=0 bis v—= w genommen, so folgt: 
=b—-j,fb—a—j,v—j)e —=>3a,r’ = (14 r). 
v5 
Vertauscht man hier » mit 2--j, so geht diese OR über in: 
zb j,fb—a—ji).t = (+8). 
7 


Es ist aber: 
= fd — _j, 2 2 1 + 3 ag HJ +r(1+ zyu-1 u 14 3 aa (1-+2r); 


dies giebt nach Aufhebung des gemeinsamen Factors (1+ x)" die Formel: 





i b+1 
Eb-j,{eii+e)) = d+r) 


; i u 1+2x ’ 


oder wenn de(I+-2)= x, 2(14+x) = 1-+y14+2 gesetzt und « für 5-+1 
geschrieben wird, so erhält man folgende Reihe: 
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d+Y1+2)° 
yi+z 


Ya, > (a— ee u un) 3 
21402) + (= 274 >= ea) 


Seizt man in der Reihe (A.) für 5 den Werth v, multiplieirt wieder mit x 
und addirt nach v, so entsteht: 











=2(—j,fv —a—j),v —j)e = Sa, a’ — (1-0). 


v,I 


Wird bier wieder 2+-j für v eingeführt, so erhält man auf der linken Seite: 


= ,5,. (7 n +7 
=ı, [tt — a,ı) 2, 


oder weil Zi,2’—= (14%), 
Zfi-a,){elt4+ 0 = (14m) 
d. h. wenn & die vorige Bedeutung behält: 
Atyl1e: — 2 14a . Er SET 4 a E TUE) 4 a 
Es sei jetzt @ eine positive ganze Zahl n, und wieder 5 gleich v, so giehl 
die Formel (A.): 





a“ fo n—-jv—j)=n. 


Multiplieirt man diese Gleichung mit x” und summirt von v—0 bis v—n, 
so erhält man auf der rechten Seite (1-/- x); setzt man auf der linken wieder 
v=j-1, so entsteht die Formel: 


zrı, fi ni) = (148), 
”. 


worin jedoch nur solche positive Werthe von 2 und j gültig sind. welche z--j 
höchstens gleich n geben. Es wird aber für <=n, [—n, )=f0,n)—=(— 1)", 
und zu 2=n gehört der Werth O0 von I also enisteht für »—n, j>—0 in 
vorstehender Summe das Glied (— u ". Ferner ist: 

fa—n,t) = (n—t)-4(n—:—1)_, = 0. 
wenn 2 — 22 negativ ist; folglich beschränken sich die gültigen Werthe von 
: auf die Reihe 1, 2, 3, ... »n’, wenn n’ die gröfste in > enthaltene ganze 
Zahl bedeutet, und da 2; —0 wird, wenn ji ist, so folgt: 


J=n—i J=i 1 
. * 14 . 


ji) IV 
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daher erhält man: 





= füi—n:){jei14+ a) I (1er — (1 
oder 
cc Ä Be ı n(n—3) R 
| ir) - (—1) ii = | 1 NK l u 2) ni: - $ je (1 -; c)Y - 


nin—n'- I (n—2n' j 
a —T ed- 





4 
L 


F x)”. 


Alle diese übrigens längst bekannten Formeln en sich, wie man sieht, 

mit erofser Leichligkeit aus der Grundgleichung (A.), was zu zeigen der 

Mühe werth schien; für den gegenwärligen Zweck bedarf es ihrer jedoch 

nicht. wohl aber einer anderen Formel, die der zuletzt entwickelten ganz analog 

ist und ebenso wie diese aus der Grundgleichung abgeleitet werden kann. 
d" (vw) 


Sind nämlich © und w zwei Funclionen von x, so ist u oder. 
dx" 


wie ich kürzer schreibe: 


d’(vw) = En,e""w”; 
z 
also 
V(vw) = FII(r fr -n—j,v —j).v"” uw” 
v7 
oder, v—j ==? gesetzt: 
n/ Ei ZZ a \ n—j—t (+ 
d vw) —-- ze,fa—n,ı) dv w “ 
4 7 


wo die Summation alle positiven Werthe von 2 und j umfafst, für welche 
‚+3 n ist. Hieraus folgt aber ebenso wie vorhin: 


zn’ 
d’(vw) = FE Zi,fi —n,i) v7 LI Iv.0”, 
u: 7 


unter der Bedingung 2-7 —n. Es ist aber: 


Jzrn—ı 


ZEIT Ed); 

daher folgt: 

In’ 
(B.) d(vw, = F fi n,ı)d(v wo") --(—1)"'v.w” 

U 

oder 

‚ n 7 (n) (n—?) PıS 3 nn — (n—4#) 
d’ (vw) + (—N)v.w" = v"w-nde"”w)-+ a wer"). 





n (n—n'— 1 ) (n—n'’—2) ...(N —2n'-+1) de (ve) w”) 


I 


“5 Fe 





. > 4 Pi \ “ f - 
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Mit Hülfe der Formeln (A.) und (B.) lassen sich nun die Jacobischen 
Sätze auf folgende Art herleiten: 
Der erste Satz kommt fast unmittelbar darauf zurück. dafs ein Aus- 
druck 4 von der Form: 
4 —= yd“(Ayt)) — ytd“ Ay”, 
sich auf nachstehende Gestalt bringen läfst: 


4 —= dB )+- AB") ++ +d"(B,t” 


| rn 79? 
wo die ® durch A, y und deren Ableitungen nach z ausgedrückt werden. 
von £ aber unabhängig sind. 


Es ist (y£,” oder d”(yt)= Im,y"t%, folglich: 
u 
ey, I (A yt, ) —— Im,vd nn ta a un SZ Zın,m,yt“ )d' - Ay n— ). 
u [71 ö 


Werden hier alle Glieder zusammengefafst, für welche «--- 2 denselben Werth 
), hat. so erhält man: 
yd" (A Er”) = SL" = IB, 


wo $, = Im,m, „yd"’(Ay’**, ist. Die Summation nach 4 erstreckt sich 


auf alle Werthe von 4, welche gültige Glieder geben, eben so auch die 
Summation nach & Der Anblick der Formel für %, zeigt, dafs 4 die Werthe 
0. 1. 2. 3. ... bis 2 rn, & die Werthe 0, 1, 2. ... bis m erhalten mufs: 
wenn jedoch i kleiner ist als »n, so werden alle die Werthe von = ungültig. 


welche eröfser sind als 4. Wird noch für , —m-- u eingeführt. so folst: 


%, = EZm,m,_,yd”(Ay'®), 


wo der Buchstabe & nur vorläufig zur Abkürzung für seinen Werth A— m--1. 
beibehalten ist. Um nun den Factor vw unter das Differentialzeichen zu brin- 
sen. dient die bekannte Formel: 


vd Bi _— Z/’—1)n,d"” (y9e), 
durch deren Anwendung %, folgende Gestalt erlangt: 


- 


Lt, = FI —1)’m_.un, (m — ee), "(Ay yV’). 


u 


Es ist aber immer m.(m— e), =m,(m— v),; setzt man noch für = seinen 


Werth i—m-u, so ist m,_. = m. . =m., m— ev —=2dm—h— u—rv; 
daher: 
& = ZI Inn (m— vv). dee), 


r . o.0 5 n n - ‘ 
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Um diesen Werth auf das einfachste zu schreiben, setze ich noch 

2m — 2,— u—v=g und bezeichne Ay“y® mit Q(u, v), so folgt: 
dt, = FSr(— 1) mm (m— V) nr 2 Ol, v). 
A V 

Dieser ohne alle Schwierigkeit sich darbietende Werth von Y%, gewinnt nun 
eine neue Gestalt, in welcher sich die B leicht erkennen lassen, wenn man 
die Gleichung (A.) zur Verwandlung des Factors (m— v),_„;. verwendet. 
Setzt man nämlich in (A.) m — v für a, A für d5, A—m--u für v, so folgt: 

3 J z I „> 


(M— Yan = ZA-J,fA—m-v—j,A—m-+u—j); 


j 
daher: 


% = FF! (—1) mm, (k—j),fa— mtr —j, A—m-4u—j)d'’QIlu,v), 
J 


di ’ 


wo die Summationen nach j, «, v überhaupt alle gültigen Glieder umfassen. 
Aus diesem Ausdrucke nehme man das zu j=0 gehörige Glied heraus, näm- 
lich EX(—1) m,n, fa — mv, A—m-+u)d’'’Q(u,v) und bezeichne es 


Zi ) 


mit d’3,, indem man setzt: 


9, = Fr(—1)’ mm fi. —m--v,)—m-+u)d' Q(u,v), 


A 
uv 


so wird, da durch Verwandlung von 4 in A—Jj, g=?m — A. —u—v in 


y—+2j übergeht: 


B_; = Frl) mm, fa —m+rvr—j,k—m+u—j)A”’Qlu,v), 
dl > 
daher: 
PB_, = Frl’ mmfa —m+rvr—j,A—m+u—j)d!’Qlu,v). 
di V 


Vergleicht man hiermit den vorstehenden Werth von $,, so folgt: 
Be 
%, = ZA-J,d TB. 
J 


Oben war 4-4 Wt= 8,1”; also ist: 
} 


.Q 3,77 \\,70% dJ!-3 
#4 x Try ir? „it Yd B-;; 
AI 
oder wenn für 4, /--7 gesetzt wird: 
Ad, = FrLLMITB,. 


5, 
Es ist aber ZI! WAT B, = d’(B,t); daher: 


| I+%t = Ed(B®), 
l 


Bemerkt man nun noch, dafs zufolge der obigen Werthe $%, = B, = yd”(Ay'”) 
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‘ 


ist. und zieht demgemäfs die Gleichung %,2=B,t von der vorstehenden ab. 
so folgt: 
— zd Bu”), 

wo die Summation sich auf alle gültigen Werthe von / erstreckt. mit Aus- 
nahme von 2=0. Die Betrachtung des obigen Ausdrucks für 3; lehrt aber 
sofort, dafs darin « und v nur positive und nicht über zn hinausgehende 
Werthe erhalten dürfen, um gültige Glieder zu geben; da nun f(a,?) — 0 ist, 
wenn 2 negaliv, so folgt, dafs 8,= 0 wird für ein negatives A, da solches 
einen negativen Werth von 4—ın-u herbeiführen und mithin in ®, den 
Factor ff A— ın-+-v, A—m-— u) = ( machen würde. 

Es läfst sich ferner leicht zeigen, dafs der obige Werth von 8, keine 
Glieder enthält, für welche 4 negativ würde. Vertauscht man nämlich zw mit 
v, so bleibt Q( u, v)=Xy'“’y”’ ungeändert, eben so auch = 2m — d.— u—r; 
es gehört daher in 9, zu einerlei Q/u,»v) und g der Factor: 

ma, \(—1)’ fa —m+r,.—m+u)+ (1, fa — mw. —m-+r))}. 
Dieser Factor ist aber nach einer früheren Bemerkung gleich Null, wenn 
(k— m-u)—+-(k—m-v)—= —g von Null verschieden und positiv ist; also 
kommt in der mit B, bezeichneten Summe kein Glied mit negaltivem g vor. 
Es bedarf kaum noch der Erwähnung. dafs derselbe Beweis auch gültig bleibt, 
wenn ==» angenommen wird. 

‘s ist endlich noch zu zeigen, dafs der aufgestellte Werth von 8, 
auch der Bedingung entspricht, wonach für >m, B;,=0 werden mufs. 
Dies ist aber augenscheinlich der Fall; denn wenn A >m ist, so wird 
3. — 2m— u+v= —g posiliv, weil « und v nur positive Werthe erhalten 
oder gleich Null sein können; da aber alle Glieder mit negativem 9 hinweg- 
fallen, wie so eben gezeigt worden, so folgt B,—=0 für 1 > m. 

Demnach wird: 

41 —= ZA (BP) = KBNV)+AB,EN)- dr (B,t 


Ga 

3; === =2(—1)m, m, N M—A—V) at m—h—v—1)_aru-ı dA Ayıdyt ), 
= 2m — 2. — u —v — 0. 

Es sei k— mt u—%, daher m —v —ı—g-k, so läfst der Werth von 8, 


sich auch also schreiben: 


A—-Q —_— 


>’ \m-i—gj—l f n x n+i—i),. geh) 
B—Er — 1m. ght lg Hhk—1 TE 


39 * 


k 
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Die Summationen nach g und A erstrecken sich auf alle Werthe, welche gül- 
tige Glieder geben, also für 4 von Null bis » — 4, für k von Null bis zu der 
kleineren der beiden Zahlen 4 und m— 1 — q. 

Ich setze einige nach diesen Formeln berechnete Beispiele her. Es ist: 


1 == yAr(AyE®) — yedr (Ay) — ZA (B,LD) 


ei 
für m—=1 wird B, =Uyy. 
m—=?2. B==2d.Ayy'+2Alyy"—?yy) B=Xry. 
m—3. B = 3d?.Ayy" — 3d.Aldy'y" 7 +3A(3yY"y" — 2yr'y""). 
3, — 3d.Ayy'+3Al2yy"— 3Yy'y'), B, = Ayy. 
m—4. B—=4d’.Ayy'”"-+4d°.Ayy"—Ay'y")+124.4(2y”"y"—y'y'') 
1 4U(3y"y" — Ay"), 
B, — 6d?.Ayy" + 12d.Ayy" —2y'y") 
+24(yy — 16y'y" + 18y"y”). 
B, = 4d.Ayy'-+4AX(3yy"—Ay'y'), B,=Ayy. 














Nach dem zweiten Satze Jacob:s läfst sich die Variation von: 


dF_ jdE , „di U v 


te Ps 


| 








wo F=f(z2,y,y,Yy',...y'”), auf folgende Gestalt bringen: 
IV, — Ay+dddy')+4M,0y") ++ + ara 0y m), 
dF 


Werden in der entwickelten Variation ÖV, sämmtliche Glieder, welche 1 





enthalten, von den übrigen abgesondert, so kann die Summe der letzteren 


passend durch (JV,_,) angedeutet werden, und setzt man noch zur Abkürzung 
dF 
dy®) 


IV. = (+00 (E00) 


el) er) 


\n,]n dep u, dep ! n 
+(—1)’@ El TyıyHr ey N, 


= $, so ergiebt sich: 





oder: 





dv, WU, )= (1 EZ EU, +1) (re). 


u 
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wo gesetzt ist: 
r dgf di 
— nu ne WE ) 4w ) | ER, u " BE A N A \ 
l u d 6-7 J \ 1) dy' u) Yy 
dy d’F 


4 . . . ä ne n y) j ÄUu) 1 ' 17 nıf » = ıphe 
Wird hieı E05 Words mit © und dy‘#) mit w bezeichnet, so erhält man 


m — d’-# (v w) + ( — 1)" vu“) , 





also nach Formel (B.), wenn durch (na — u)’ die gröfste in enthalten« 





» 


sanze Zahl angedeutet wird: 
—(n—u)' ’ 
U = = [e-+-u— n,.)d (vr). 

Der Werth von f(@+u—n,2) ist: 

(n— u) (n — u —t—1)(n— u —i—2)...n—u— +1) 

an Fr 

Stellt man endlich für v und w ihre so eben geseizten Werthe wieder her. 
so folgt: 





| n—u)‘ 


un a ‚ ’ :F \ | 
d’ 2 RB = P>3 fätu—n,i)der (ar ( d gi Joy), 


PP dy'#) dy 





wodurch d9V,—(ÖdV,_,) und damit ÖV,, selbst auf die verlangte Gestalt ge- 
bracht ist. 


Dorpat, im December 1857. 
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20. 


Sur une certaine elasse de courbes de troisieme 
degre, rapportees a lignes droites, qui dependent 
de parametres donnes. 

(Par M. €. A. Bjerknes a Christiania.) 





Parmi les courbes de troisieme degre& il en existe une cerlaine classe 
qui merite, comme il me parait, une attention particuliere; c’est celle qui est 


definie par l’equation 


2142 _—_ _ayH+br 
(1.) 1 +3 w yter+d’ 





le systeme de coordonnees suppose reciangulaire. Je me propose ici de de- 
velopper quelques proprietes, appartenant a celte espece de courbes. 


2. 
$.1. Pour plus grande commodite nous mettrons d’abord l’equation 
preeedente sous la forme 


(2.) ey = 


Cela pose, je montrerai, qu’on peut remplacer cette formule par cing autres., 
en introduisant les quatre nouveaux variables x, x’, y. y’. En effet on trouve 


(r?+2prr' —r"’?)y + (pr®—2rr'— pr'?).r 
y—px—2q 





successivement 
type —y+2g)+r "(pet y)+2rr(py —a)—0, 

a—y’+2y’)(per ty —2y—-N)+Hr—r")petr)t+Rrr(py—2)—=0, 
(pr+yXe—y’+r'—r") +2ype+y) —2(e’+yY’y—y)+Rrr(py—2)—=0, 

paty)—y+Hr—r")+2gle ty) +23lpy —w)ayHrr)—=0, 
ou enflin, en remarquant que 

2y(@® + y) = pe+y)gy—:py —a)ge, 

(pety)a -y+r—r"+2gy)+2lpy — r)\ay+rr —ye) = 0. 

Maintenant nous introduisons la quantit& nouvelle x et posons 


2x(2 —py) 


\ 


2 Pr 2 12 ‘ = 
e—-y+r—r’+2gy, 


3. 
er zy-+rr —ye, 


x(y-+Ppx) 


| 





20. Bjerknes, sur une certaine elasse de courbes de troisiöme degre. 311 


nous posons de plus 


(4.) 


r PERS r ! Pr Fe EEN, ER 5 | , 

le Lund £ » Füch 
x’ — PX--q, 

c’est a dire 


' 


2 =x—y, yY=YTtp-+g. 
Par ces substitutions les @quations (3.) se transforment en les suivantes 
A—p)x&—2pgx+y°—y” 
px gxtyy = r), 


ou, comme on peut @crire d’une aulre maniere 


7 


r—r" +4, 


| 


) 


r—r", 


\ 


ne ii „BEER 
u r ! Günu ' 
x ty u m. 


De cette maniere l’equation (2.) sera remplac&e par les cing suivantes: 


X = x”? -- y’ — y” zasin; r E_ r”, 
5) ty = er, 
; 4 M ad _——o- 4 | 4 
Du RENT 
x = PX. 


$.2. Observons ici, que les quatre premieres de ces equations (5.) 

peuvent eire reunies en deux @quations complexes. En ellet, en posant 
6.) S=xtxi, n=y+tYyi, 0=r-Hri, 

2 etant — Y—1, on trouvera les formules suivantes tres elegantes 
eH=e, w—pxtg, 

Sy = acH+y, 
qui par consequent representent la meme courbe que l’equalion (2.), d’ou nous 
sommes parlies. 


(7.) 


$.3. Essayons maintenant de donner une explication geomelrique du 
resultat, que nous venons d’obtenir. 

La quantit& complexe 5 represente un point dans le plan; comme la 
relation X =px--g existe entre les quantites reelles et variables x’ et x. 
il s’ensuit, que le point & se meut sur la meme droite, qu’on represente 
ordinairement dans le systeme rectangulaire par l’equation y=px-+4q. 

La courbe, decrite par l’argument &, elant connue, on trouvera, que 
le point 7 decrit une certaine autre courbe, une troisieme courbe sera enfin 
parcourue par le point &-+- m. 
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De meme le point &--y?2 se meut aussi sur une certaine courbe, si 
entre les quantites reelles x et y il existe une relation. Cette relation est 
exprimee par la formule (2.). et on voit facilement, que le point z-+y: 
decrit la meme courbe, qu’on repr6esente ordinairement dans le systeme rectan- 
gwaire par la dite @qualion. 

Enfin la formule S- 72 == 0 y2 exprime, que la courbe, parcourue 


7 1} ) 2 


par le point $-- 72, defini par les equations T+-"—=o’, X —=px--, et la 


courbe,. parcourue par le point z--y2, defini par la formule (2.), sont identiques. 
I l x 


$.4. Faisons ieci une pelile digression pour donner une generalisation 
de la representalion geomelrique des equalions, 


Supposons, qu’on ait entre les quantites complexes et variables $ et > 


4 
Yo 


les relations „= FS, X —=/fx; on voit alors, que les courbes, decrites par 
"argument £ et la fonetion 7), seront completement determinees ainsi que celle, 
que pareourt le point S-- 77. Cette derniere courbe peut etre consideree 
comme represenlant l’equalion complexe n = FS, quand on la rapporte a une 
courbe de l’argument x —=/fx. Ainsi nous dislinguons entre les representa- 
tions d’une fonelion el celles d’une &qualion. 

Voyons mainlenant ce qui arrive, lorsque les quanliles $ et 7 de- 
viennent reelles. Pour que l’argument S soit reel, il faut, que X ==0; la 
courbe de l’argument sera done une droite, qui se confondra avec l’axe A; 
il faui de plus faire varier les valeurs de S<==x entre des limiles assez 
restreinles. afın que ») puisse toujours Elre reel et egal a y. Les equalions 
precedentes se transforment done en une seule reelle, et l’expression S--72 
devient x--y2. On voit, que, si entre les quanlites reelles x et y il existe 
une relalion y=F\, la courbe, decrite par le point x--yö, est la meme 
que celle, qu’on represenle ordinairemen!t dans un systeme rectangulaire par 
l’equation y= EX. 

La courbe n„— FS, X = fx, etant ainsi definie, on observe facilement, 
qu'il faut mettre Sn? —= r-- y? et eliminer entre ces trois equalions, qui 
du reste sont equivalentes a eing equations reelles, les quatre quantites x, X. 
v. y. pour trouver une &qualion reelle entre x et y, qui dans le systeme 
reclangulaire represenle la m&eme courbe. Bornons-nous ici a ces remarques, 
que nous nous proposons de developper une autre fois avec plus de detail, 


ei revenons a notre sujel. 
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$.5. Apres avoir transforme l’equation donnee et l’avoir remplacee 
par les trois formules nouvelles (7.), il est naturel de considerer la courbe 
dans ses relations avec la droite, decerite par le point &, c'est ä dire. la 
droite x = px--g et avec une ligne go, dont la projection sur laxe Ä est 
egal a r, sur l’axe Y egale a vr’. Appelons la droite x’ —=px-! g la droite 
de l’argument et la ligne o, dont la longueur et la direction sont determinees 
par les deux projeclions, le rayon complexe. Ainsi, au lieu de considerer 
directement les paramelres «, d, c, d, ou autrement p, g, r, r’, nous pre- 
ferons considerer deux lignes; l’une de ces droiles a une posilion, determine 
par les paramelres » el g, l’aulre a une direction el une longueur deierminces 
par les paramelres r et ”'. A un changement dans le systeme p, g, r, r' 
correspond un changement dans la position de la droite de l’argument ou dans 
la direction ou dans la longueur du rayon complexe, et vice versa. 


$.6. Avant d’enirer dans une discussion de la courbe donnece, ef- 
fectuons encore une fois une transformation, en introduisant des coordonnees 


polaires. Posons donc 


w-+yı = r(cosP + :sinP), 
(8.) r{+ rt = vr(cosR-+:sinR). 
v=WP. 


Cela pose,. on deduit de l’&quation (2.) la suivante 


rsin(P-+P—2R) 
rsin(P— P)—2gcosP 





(9): Mia Pf 


Cette equation sera verifice, en posant 





Lig eg ee 
rsin(P— P)—?2gcosP 

La premiere de ces formules indique que l’origine des coordonnees est un 
point sur la courbe. Du reste, comme la seconde est du second degre par 
rapport ä r, il est plus commode de supposer que r est une quanlite alge- 
brique positive ou negalive, au lieu de la considerer toujours comme positive, 
et ainsi nous pouvons dire que, pour chaque valeur de l’angle polaire P, ou 
il y a deux rayons vecteurs, ou il n’y en a pas. Il faut en eflet remarquer 
qu’il y a ici une condition necessaire, c’est que r et P soient toujours reels. 


On observe encore que le rayon complexe e—r-+r'!=r(cos R-+2sinR) 
est une ligne droite, d’une longeur r et d’une direction determinee par l’angle A. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 40 
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Quant a la droite representce par l’argument S, sa direction est fixee par 
l’angle P, quelle fait avec l’axe A. 


$.7. Examinons maintenant quelques varieles particulieres, qu’on 
trouvera en changeant convenablement la posilion de la droite 5 et la direction 
du rayon ©. 

Supposons que la droite de l’argument 5 passe par l’origine des coor- 
donnees; on aura done g=(0, et l’equation de cette droite sera x’ = px; 
l’equation polaire de la courbe donnee prendra la forme 


2 __ ,arsin(?+P—2R) E „sin(P+P—2R) 
dei, rsinP—P) ° IRRE ONE sin P—P, 








Cela pose, faisons tourner le rayon complexe g de telle maniere qu'il ob- 
tienne la meme direction que la droite &. On aura done A=P, et l’on 
irouvera par suite 
= 7 
sin(P—P) 





lci on peut verifier, en posant —=r‘, si P est different de P; si au con- 
traire P—=P, on peut donner a r une valeur reelle quelconque. Ainsi la 
courbe correspondante cherchee se compose d’un cercle, dont le rayon est 
egal a la longueur r du rayon complexe 9, et dont le centre est l’origine des 
coordonnees, et d’un aulre cöle, d’une droite qui se confond avec la droite 
de argument S. 

Posons plus specialement P=0; la droile $ se confondra alors avec 
l’axe A, son equalion se reduisant a x’ —=0; la quanlite complexe S=x-+x' 
se reduira a la quantite reelle x. D’apres I’hypothese faite, on aura aussi 
R=0; le rayon e=r-rt=r(cosR-isinK) sera donc de möme reel et 
egal a r ou vr. Les deux courbes cherchees seront le cercle et une droite 
qui se confondra avec l’axe A. Quant a l’equation complexe (7.), elle se 
transformera en celles ci 


(10.) 


| 


x +4 7 v, 
(xıIn= eHtyi. 

Concevons maintenant encore plus parliculierement qu’on donne a l’ar- 
gumen! x des valeurs reelles tellement restreintes, ou, en d’autres termes, sup- 


posons qu’on fasse parcourir a l’argument & l’axe Ä entre telles limites que 
la fonclion 7 ou y-+y’ soit reelle et egale a y, et voyons alors ce qui 
arrivera. Dans ce cas les deux &quations pr&cedentes se transforment en 
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celles ci 

(1) xXıyY=-nH xy -eHyi 
On obtient done, parceque X, y, x. y sont reels, = x, y=y, et par suite 
on trouve l’equalion d’un cercle 


x + y“ = e 


- 


Ainsi pour toutes les valeurs de x entre les limites = —ır et x—-Jıt 
les equations (10.) representent le cerle du rayon r; en donnant ä x toutes 
les valeurs reelles en dehors de ces limites, on obtiendra par consequen! 
l’autre partie, la droite, qui se confond avec l’axe polaire. On peut aussi 


verifier facilement ce dernier resultat; en effet, x elant <—r ou > —r, 


_ 


„=Yy-y? se reduit a la quantil@ imaginaire y’; on obtiendra done 


“’_y=[r, x—-y = ı-+y, 
par suite on aura 
y = 0. 


On voit aussi que cette droite se confond surtout avec l’axe A; car on de- 
duit e "—"—=(x— x), d’ou l’on conclut facilement qu’en donnant a x 
toutes les valeurs reelles en dehors des deux limites —r et +r, x obliendra 
a son tour chaque valeur reelle entre —x et -w. 


) 
Supposons maintenant, en deuxieme lieu, qu’on fasse tourner le rayon 


complexe 9 jusqu’a ce qu'il devienne perpendiculaire ä la droite de l’argument 
st 


S; on aura done R—=P+-— et l’on trouvera par suite 


> 
in Zi sin(P—P\) 
dpi sin(P— P) 





Cette &quation ne peut etre satisfaite qu’en posant P=P. Dans ce cas la 
courbe cherchee consiste seulement en une droite, qui se confond avec celle 
decrite par argument S. 

Il existe cependant une position intermediaire du rayon complexe o, ä 


laquelle correspond une forme remarquable de la courbe. Mettons done en 


[ [2 gt 
dernier lieu R=P+7-:; on trouvera dans l’un ou l’autre cas 


r—= —rots PP) u rt -+roog(P—P). 


Si l’on donne ici a P la valeur O, c’est a dire, si la droite & se confond 


avec l’axe Ä, on aura 


2 


= —rcoigP ou  —= +rootgP; 


gt . ° . .. 
—, en d’autres termes, si la droite 5 se con- 


si au conlraire on pose P=J,, 
40 * 
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fond avec l’axe Y, on trouvera 
er ir ou eo ruf. 
On obtiendra des resultats analogues, en posant R—P+’X. 
$.8. L’equation polaire de la courbe generale peut &tre ecrite de 


celte maniere 





2gcsP  .sin(P+HP—2R) 
ar Ai due sin(P—P) ri sin(P—P) FB 


1! faut ieci que toutes les quantites soient reelles; quant a r, on pouvait le 
prendre toujours positif, nous preferons, comme nous l’avons deja dit, le con- 





siderer comme une quanlit& algebrique posilive ou negalive. 

Cela pose, on voit qu’a chaque valeur de P entre ces limites, entre 
lesquelles il y a des racines reelles, correspondent deux rayons vecteurs r. 
Cherchons done la condition de realite. Cette condition sera &@videmment 
exprimee par la formule 

gcos®’P-+vsin(P— P)sin(P+P—2RR) 0 
ou, en decomposant le produil des sinus en somme de cosinus, 

(13.)  gJeos®’P-- 4ricos2(P— R)— 4r!cos2(P— RO. 

De cette derniere formule on tire facilement toutes les valeurs de l’angle 
polaire P, pour lesquelles il existe des rayons vecleurs. 

Supposons plus sp@cialement que la droite de l’argument 5 passe par 
l’origine des coordonnees. Alors on aura g=0, et la condition de realite 
sera ainsı 

(14.) cos2(P— R)Z=cos2(P—R). 
Les valeurs des limites pour l’angle polaire P seront par consequent 
(15.) 2(P—-R) = F2U(P—R) 

ou, si l’on veut, 2(P— R)=+2(P— R)+ multiple (27). Si l’on peut 
choisir le multiple de telle maniere que —2(P— R)-- multiple 2(r) soit 
compris entre O el z, on verra qu'il faut augmenter l’angle polaire P pour 
salisfaire a l’inegalite; si au contraire cet angle constant est compris entre 
et 27, il faudra diminuer les valeurs de P. 

$.9. Si dans l’equation (12.) on substitue les valeurs de P, deter- 


minees par les formules (15.), on obtient les r@sultats suivants 


2ycos P 
ER — ni 4 zu = 


(16.) | M 
P-A=+(P-R, r=t+» ou ;°Qn pP) 


1 








21 cos pP 
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Par la premiere formule on voit que si l’on change la longueur v du 
rayon complexe o, on obtient un systeme de courbes qui se coupent dans 
l’origine des coordonnees et dans le point 


2ycosP 
Pen? “or sin (R—P) 


De plus, en multipliant les longueurs des deux rayons vecteurs finis el 





differents de zero, on trouve le produit v’. La courbe a done cette pro- 
priete, que pour les deux angles polaires, auxquels il ne correspond plus qu’un 
rayon vecleur, le produit des longueurs absolues de ces rayons vecleurs est 
egal A vr’, ou en d’autres termes la longueur du rayon complexe o est la 
moyenne geometrique de ces deux rayons vecteurs. 
$.10. La propriete eEnoncee est cependant plus generale encore. Con- 
siderons les rayons vecteurs, correspondant aux angles polaires P=R-+-O-nn 
et P= R— (-nn, et appelons les valeurs correspondantes des rayons 
vecleurs T5,o el Ta-o- Alors si l’on substitue dans la formule (12.), on 
trouve 
PS 2qcosP u sin(O—R+P) 
sin(O+Rk—P) sin(O+R—P) 
PI— 2qcosP u mer e- 7) 
sin(O—R+P) sin(O—R-+P) 


On observe ici, que l’une de ces &quations se change en l’autre, en changean! 
r 


’ 
r en —; on peut donc conclure, que 


Il s’ensuit que la longueur absolue du rayon complexe 90 est egale a Ia 





— (0, 








== ©, 





moyenne geometrique de deux rayons vecleurs, qui sont symelriquement places 
par rapport ä la direction Z#$ de ce rayon complexe. 

On peut encore demontrer celte propriet& d’une autre maniere, en par- 
tant immediatement de l’equation complexe ?--n7 —= og". 

$.11. Si l’on cherche les asymptotes de la courbe donnee, on obtient 
facilement de l’equalion (12.) 

rsin(P—P) = 2gcosP 

ou, comme on peut ecrire en ayant egard aux formules (8.), 


(18) y= px 42%. 
La courbe aura done une seule asymptote, qui sera parallele a la droite, de- 


crite par l’argument & et situce a une distance double de l’origine des coor- 
donnees. 
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$. 12. Par l’equation (12.) on trouve de plus, en designant la moyenne 
arithmetique des deux racines par r,,. que 


ycosP 
sın(P— P) 





Tr, 


ou, en developpant et posant ensuite r,(cosP +zsinP)=x,+Yyı3, 
(19) yı = pa 4. 

On voit done que si l’on divise en deux parties @gales toutes les cordes qui. 
prolongees, passent par ce point de la courbe qu’on a pris pour l’origine des 
coordonnees, et qui se terminent en deux autres points de la courbe, le lieu 
gcomelrique de tous ces points de division sera la droite de l’argument $ ou 
certaines parties de cette derniere. Lorsqu’on agy=0, le lieu geometrique 
se reduit a un seul point, l’origine des coordonnces, qui de cette maniere est 
le centre de la courbe donnce. 


$.13. Cherchons aussi le lieu geometrique de tous les points milieux 
sur les cordes paralleles a la droite S. 

L’equation de ceite droite etant X —=px-+g, il faut d’abord substi- 
tuer dans l’equation de la courbe (2.) la valeur de y, tiree de la formule 
v—pw@e-h; ainsi on obtient 





| ’ 2 De ?__A\y). __„2 9 N] 

1 Net 2phrtR — (ya —r’)+(p La "+2prr)k 

Ä k—2q 

On trouve done comme abscisse d’un point milieu sur une des cordes paralleles 
a la droite S 
Pa — Hr) + (pP —A)rr' pk 

(1+9»°)(k— 24) 14+p?’ 
enfin on obtient le lieu geomeltrique demande, en eliminant Ak entre cette 
derniere equation et l’equalion y=pXx-+%; ainsi on aura, apres avoir effectue 
les reduclions, 


I u 





‘ ach ; ' 
20.) (erPYy)y—pr—2g)+(r+pr'\(r —pr) =. 
On peut done @noncer que le lieu geometrique de tous les points 
milieux sur les cordes paralleles ä la droite 5 est une hyperbole equilatere. 


$.14. On voit encore que les deux asymptotes de celite hyperbole 
seront 


(21.) 


y=pypa-ye y-= 2. 


lWune de ces asvmplotes est donc parallele a la droite £, et se confond avec 











20. Bjerknes, sur une certaine classe de courbes de troisieme deure. ( 
: 5) fi 319 


l’asymptote de la courbe donnde, l’autre est perpendiculaire ä la droite de 
l’argument £ et passe par l’origine des coordonnees. Si l’on fait varier la 
longueur et la direction du rayon complexe, l’hyperbole &quilatere et la courbe 
donnee varieront aussi, tandisque leurs asymptoles resieront invariables. 
Apres avoir trouve les asymptotes, on obtient facilement les coor- 
donnees du centre 2 = — nr et yo: le centre sera done le poin! 


1+p? 








pa; 2q 


DT TE | 
(22.) 24c0s P (cos (P+ 5) —- sin (P- =) 


On voit donc que, dans l’&quation polaire de la courbe donnee, l’expression 
2gcos P represente la distance de l’origine au centre de l’hyperbole @quilatere. 

En rapportant celte derniere courbe a son centre l’equalion (20.) 
prendra la forme 


u 


(23) (e-+-Ppy)(y—px)+(r-pr')\(r—pr) —=V0. 
Si l’on introduit les coordonnees polaires, les deux formules (20.) et (23.) 
se changent en 


sin2(P— P)r’— 4gcos Pcos(P— P)r+-vsin2(R—P) = 0 


(24.) En 
"sin2(P— P)--vsin2(R—P) = 0. 


.. 7 
En posant dans la derniere formulle P=R+-—.. on trouve r—=+t: 


ainsi les rayons vecteurs du centre de Il’hyperbole, perpendiculaires a la 
direction du rayon complexe, ont la m&eme longueur que ce dernier. 
Pour trouver le carr& du demi-axe de l’hyperbole equilatere, il fant 


poser P=P-+- ou P=P--; on obtiendra donc 


(25.) a@= +rYsin2(P—R) 
a’ elant le carr& cherche. Cette expression joue un röle dans plusieurs for- 
mules; nous allons ici en donner quelques applications. 
On a vu que, si l’on change la longueur r du rayon complexe 9, on 
obtient un systeme de courbes, qui se coupent dans le point P=?2R—P, 
2gqcosP 


"ru ei 5 u "origi des coordonnees. Tirons 
sin2 (RP) e touchent dans l’origine des e 01 


maintenant une droite qui joigne ces deux points, et appelons d, la longueur 





absolue de celte droite, qui du reste touchera les courbes dans l’origine: on 
aura donc d’apres les formules (16.) 


(26.) d, —— 


2geosP 
sin2(R—P) 


+ 
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Appelons de plus d la distance absolue entre l’origine des coordonnees et le 
centre de l’hyperbole @quilalere, nous aurons de cetie maniere 

(27) d= +2ycosP. 
Cela pose, en prenant une courbe quelconque dans le systeme, et en employant 
la formule (25.),. on trouvera celte formule remarquable 


un d, N r 
23) 2-7 


On aura une aulre formule remarquable, en partant de la seconde des equations (16.) 
,„sin2(R—P) 


2qcosP 





PP trete url Appelons ici d, la longueur ab- 


solue de ce rayon vecteur fini, qui correspond a un angle P=P, c'est 
a dire, au meme angle que la droite de l’argument S fait avec l’axe A; 


on aura evidemment 


29) d= I’. 


” 2qcosP 

ei l’on trouvera par suite 

BI) ee. 

$. 15. Cherchons les interseclions entre la courbe donnee et !’hyper- 
bole equilatere. Leurs equalions, exprimees par des coordonnees polaires, seront 
(31)  rCrsinP —P)—2gcosP) = vsin(P+P—2R), 
(32.)  2rcos(P— P)(rsin(P—P)—2gcosP) = rsin2(P—R), 

d’ou l’on coneclut. en divisanl, 

1 sin(P+P— KR) 


2cosP—P) sin2(P—R) 








On ne peut pas en effet avoir rsin(P— P)—2ycosP=0U, parceque celle 
equalion represente l’asymptote commune des deux courbes. De la formule 
que nous venons d’oblenir il resulte de plus 


“a 2sin(P+P—2R)cos(P—P) 
Ben sin2(P— R) : 
sin2(P — R)+sin2(P—R) 
sin2(P— k) 








ou enfin, excepte le cas ou 2(P—R) est egal a un multiple de n, 
(33.) sin2(P—R) = 0. 
On voit donc que les intersections sont situees dans l’une ou l’autre 
des deux droiles passani par l’origine des coordonnees et ayant la meme 








20. Bjerknes, sur une cerlaine classe de courbes de troisicme degre. 321 


AP Ze 


direction que le rayon complexe ou une direction perpendiculaire; car on voit. 
. ST 
que ces droites font avec l’axe A les angles P=R ou P=R+-—. De 


u 


cette maniere il peut arriver, qu’on ait 4 intersections ou que l’on n’en ail 
que 2. En effet, la condition de realitö du rayon vecteur etant (13.) 


geo®P-+vsin(P— P)sn(P+P—2R) — 0, 
on trouve, en substituant P=R ou P=R-+ 5 . 


(34) ges P—vsin(R—P) — 0 
ou 
gcos P-rco’(R—P) O0. 
La derniere condition sera toujours remplie, par suite il existera toujours denx 
intersections, appartenant ä la droite P=R- 5; la premiere condition au 
contraire ne pourra pas eire satisfaite dans tous les cas. On n’aura par 
exemple que deux interseclions, si y—(). 


$. 16. Apres avoir traite l’intersection de la courbe donnee et de U’'hyper- 
bole equilatere, considerons encore celle de la premiere courbe de et l’asympiote 
commune. Nous aurons alors en m@me temps 


r(rsin(P— P)—2gcosP) vsin(P+P—2R), 
rsin(P— P)—2gcosP 0, 


d’ou il resulte. que 


35) P=2R-P, ıt= 


\ 


\ 


2gesP 
sin2(k—P) 
Le point cherch@ sera donc identique avec celui oü se coupent mutuellement 
toutes les courbes, appartenant a differentes valeurs de la longueur r du rayon 
complexe. 





$.17. Nous avons donne la forme suivante a l’equation polaire de la 
courbe proposee 


r(rsin(P — P)—2ycosP) = vsin(P+P—2R). 
En introduisant un nouveau parametre %, on peut Ecrire d’une autre maniere 
rsin(P— P)—2(g+u)cosP = 0, 
„rsin(P+P—2R) 








re 


2ucosP 


ou enfin, lorsqu’on transforme en coordonnees rectangulaires, 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 41 
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— pr +2(g--u, 








a cos(P—?2R) ei sin (P—2R) 
a ucos P YT2 ucosP _ 
ou 
36. 











u. Pam +(y vcos(P—2R)\ ( v? ) 
I\ lucusP ne 4ucosP  N\4ducosP 


Ainsi la courbe donnce est le lieu geometrique de tous les points d’in- 
tersection, correspondant aux m&mes valeurs du paramelre variable « dans 


une suite de droiltes, parallcles a la droite de l’argument 5, et une suite de 
v? 
cercles. Les rayons de ces cercles sont cgaux A ee) leurs centres sont 
. 4ucosH 


(sin(P—?2R)-:cos(P—2R)) ou 


re: — 2R)) +isin (7 — (P—2R))); 


ils sont distribu6s sur la droite P=—-—(P—2R), ‚ qui passe par l’origine 


de 


coordonnces, et qui dans ce point est normale ä f courbe. Les distances 
des centres de celle origine sont @egales aux rayons 


Y? 





les points — 
| Are osPp 











un 


2 
4ucosP 
On peut done facilement construire la courbe en construisant les 


paralleles et les cercles correspondanls. 


Cependant si l’on a dejäa construit I’hyperbole equilatere (23.), qui est 
le lieu geomelrique de tous les points milieux sur les cordes paralleies ä la 
droite de l’argument. on peut plus facilement operer de la maniere suivante. 
Du point d’interseclion de ceite hyperbole et de quelqu’une des droites 

—pr--2(g--u), paralleles a la droite de l’argument £, on eleve une per- 
pendiculaire, S’il existe sur la parallele deux points, appartenant a la courbe 
cherchee, ils apparliennent aussi a un cercle (36.) dont le centre est situe 
sur la dite perpendiculaire; mais ce centre est aussi place sur la droite 


7T . , x r en 
P—=— —(P—2R), il est par consöquent completement determine. De plus. 


7 


le cercle passe, comme nous le savons, par ce point de la courbe qui est 
l’origine des coordonnees, par suite le rayon sera aussi connu. On peut donc 
construire le cercele correspondant a la parallele, et trouver les points d’inter- 


seetion situes sur la courbe. 
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L « 


12. 
$.18. Nous ne traitons plus le cas general; nous supposons main- 
ienant que 9==0, en diaulres termes, que la droite de l’argument & passe 
par l’origine des coordonnces. La courbe que nous avons Aa considerer est 
done la suivante 








elite ("+ 2prr' —r"”)y + (pr? — ?2rr' — pr?) 
ty — de en | 
| yv—pX 





(37.) ee ETLE ER 
. sin P—P) ? 


! 


"77a ZEN STPREETV 


5, 7, 9 elant des quanlites complexes, qui sont respectivement egales a x--x7, 
ya r+ri. 

Taächons d’abord de donner quelques autres formes aux deux premieres 
lormules pour montrer avec quelle simplicite elles s’expriment, lorsqu’on in- 
troduit les quanlites complexes. 

Designons la partie reelle d’une quanlite complexe quelconque 
u—=m-+mi par Rl/u) et le coefficient de 2 dans la partie imaginaire par 
Im/ u) de maniere qu’on ait 

(39.) u za Rl(u)— lm (u), 
designons de plus 
2-yi=g, s—yi=s, 


(39.) r - rip, r—rı 


l 


\ 





l- pi =0®0, 1—pı 
nous trouverons alors, en remarquant que 
(40.) Im(ur) = Rl(u)Imiv) —Rliv)Im(u), 


que la premiere des equalions (37.) se peut meltre sous la lorme 


7 


| Imn("@s—0o'05) = (0, 
(41.) ‚ou 
\ Im Ss DS Tr 0 WS) = 0. 


$. 19. La deuxieme des formules (37.) peut eire mise sous la forme 


>. sin(P— P—2(R—P\) 
En sin(P—P) ’ 





dou l’on tire facilement 
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vsin2(R—P) | 
vr” cos? (k— P)—r?’ 





P—P est done l’angle que la droite, representee par la quantit@ complexe 
vr cos2(R— P)— r-+?rsin2(R—P), fait avec l’axe X. Sans changer cet 
angle, on peut diviser la quantit& complexe par une quantite röelle et positive 
v 1-49" le carr& du module de la quantit& complexe 

o — 1-+pt = p(cosP--isin P); 
on aura donc, en designant l’angle que la droite, representee par une quantite 
complexe quelconque u, fait avec l’axe Ä, par ang( u) 


PP = ang | 5 (cos2(R — P)-+isinı(R— P))— | 


ou enlin en remarquant que 


o® — 1+pi = p(cosP-+isinP), si p=tgP, 
a3) PP gl) 


On peut aussi ecrire 


2 


PN A 
(44) P—P ang| — =); 


107 


\ 


ou encore d’une autre maniere 
(45.) P-P = Imlog (2; Bir «4 
wo  ı 
Supposons iei qu’on ait P=0, R=0, en d’autres termes, que le 
rayon soit reel et que la droite de l’argument & se confonde avec l’axe X; 
alors on aura p=1, © —=1, 0 ==r, et par consequent on trouvera 
P= ang" —r). 
Il s’ensuit que l’angle polaire P est egal a O0 ou ar, si les valeurs de r’ 
sont differentes des valeurs de vr’, mais qu’il est arbitraire, si ?=r”. (est 
aussi ce a quoi il fallait s’attendre; car cette courbe, comme nous l’avons vu 
dans $.7, est composee de deux courbes, une droite, qui se confond avec 
l’axe Ä et correspond aux valeurs de r’ differentes de celles de r’, et un 
cercle qui correspond a F—t”. 
$.20. Voieci encore une autre forme qu’on peut donner a l’equation 
de la courbe. Comme on peut £crire 
‚sin ((P—R)+(P—R)) 





1.) Er sin. (P—Kk)—(P—R))’ 
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il s’ensuit que 
cotg(P—R) 

















1 

® BEE Tote (PR) 

,_ eotg(P—R) 

47 cotg( P— R) 

Pr 1 en 
”. cotg (P— R) ei ® cotg(P—R) y + 
eotg(P—-R) Bi u cotg(P—R) u 
1-(-5) ei 
2 


Par ces Equations on voit que le rapport — est la meme fonclion du rappor! 


r 

r 
cotg(P— k) cotgs(P— k) 
cotg(P— &) cotg (P— R) 


Br l’est du premier, pris en sens 0 ) E E 
ü S JOSE inv — — 001 —: 
colg (PR) I ‚a ppose ou inverse — ; ou ; 


> 








comme ce dernier, pris en sens oppose ou inverse — 





$.21. En regardant l’equation polaire (46.) on observe, qu’on peu! 

poser 
P—-R=P,—R, P-R=P,—R. 

On voit donc que si la droite de l’argument & et le rayon complexe o se 
tournent de maniere que l’angle compris entre ces deux lignes reste con- 
stant, la courbe donnee ne fait que changer de position. Elle tourne de la 
meme maniere autour de l’origine des coordonnees comme la droite de l’ar- 
gument ä laquelle elle est rapportece. 


On peut par exemple satisfaire aux &quations precedentes, en posan! 
P=-P,B=-0 a B=0, BA,=—P 


et en meme temps 


il s’ensuit que les courbes 
PL r, x —=teP.x, + m—=xz-yi, 
(48.) u) 2) 27 .. \ N ei . f . 
Er 7 — vr (cos2P—:sin2P), X u (), s-M=c-+yt, 


c’est a dire, que la courbe avec le rayon reel r, rapportce a une droite de 
l’argument 5, qui passe par l’origine des coordonnees et qui fait un angle P 
avec l’axe Ä, et que la courbe avec le rayon complexe o de la meme lon- 
gueur r et d’une direction determinee par l’angle — P, rapportee ä une autre 
droite S, qui se confond avec l’axe Ä, ne different que par rapport a la 
position, et qu’il faut tourner la derniere courbe d’un angle egal a P pour 
la ramener ä la m&me position que celle de la premiere. 
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$.22. En considerant la troisieme des formules (37.) et en re- 
marquant que S=x-xX%, 7=y-4y%, o—=r-ri, on trouve facilement 


(1 Bu oe p) X“ = y u ie us rY’ FEN ie 


| 


„2 Re“ RER ' 
pX--yy = rr), 


d’ou Fon lire, en eliminant x, la relation suivante entre les variables reelles y el y' 


>» 


’ r 2\ |. (pr wu __ Pe 2\  L/o2 __ u 
Py—-Y)r#—-Dy = per) te drr 
(49.) ou 
(Y+py)(y—py) = (r-+pr')(r — pr). 


Le point 7 ou y--y’2 deerit done une hyperbole equilatere, et l’on voit facile- 
ment. en observant la formule (20.) et en y posant = 0, que celte hyper- 
bole, parcourue par la fonelion 7), est la conjuguce de l’hyperbole equilaiere, 
qui est le lieu geometrique de tous les points milieux sur les cordes, paralleles 
a la droite de l’argument S. 

$.23. Nous avons considere Vinelinaison P—P du rayon vecteur 
par rapport ä la droite de l’argument; considerons mainlenant l’inclinaison de 
la langente par rapporl au ravon vecleur. 

Si Fon designe par (r,f) l’angle compris entre un element de la 

ND 

courbe et le rayon vecteur correspondant, on aura tg(P, t) = r A Faide 
de la formule (42.), on trouvera done facilement 


2r?r’sin2(R—P) 
r'— 2r’r?cos2?(k—P)-+r' 





Io T. E) = 


Cette formule peut encore elre Ecrite de celte maniere 


© m. ‘ \ . 
ta(P,#) = IR log (1 — Ar’ r’cos2(R— P)-- 1?! 





ou en divisant l’expression comprise entre les parentheses par la quantite 
constante p* el avant egard ä la definition «= Rl(u)-+ Im (1) 
6, 


ET; Rio (5; 07 j ) 


Par cette derniere @qualion on voit que la tangente de l’angle que 





(50.) Ig(?,f) = 








fait l’ölement de la courbe avec le rayon vecleur est egale a la derivee de 
la partie reelle du m&me logarithme, dont la partie imaginaire, divisee par 2, 
donne Fangle compris entre le rayon vecteur et la droite de l’argument. 


$.24. Exprimons mainlenant tg(r, £) comme fonclion de l’angle polaire. 
2 


On a d’abord te/r.!) = —— 


oP 


; or de l’equation (46.) on lire 
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s or _ r sin®(R—P) 
- a "7 zaer EB 





on trouvera donc que 
sin (P+ P—2R)sin(P— P) 











to/r.Ü!) — A ee) 
3 Pu . sin2(R—P) ‚, au 
(51.) | | 
to/r, fi —= cos? (P— R)— cos? (P- R\ 
(end) = a | 


On voit par ces formules que l’angle compris entre le ravon veecteur 
et l’element correspondant de la courbe est independant de la longueur du 
rayon complexe. Ainsi si on compare deux courbes, qui correspondent a la 
m&me droite de l’argument, passant par l’origine, et ä deux ravons complexes 
de la möme direction mais de diflerentes longueurs, les elements, correspon- 
dant au m&me angle polaire, seront paralleles. 

Du reste, comme les @quations des deux courbes sont 

R „sin(P+P—?R) R „sin P?+P—2R) 


r=r en a a ER ZE 


sin(P—P) 








il s’ensuit que le rapport entire deux rayons vecteurs correspondanis es! 
une constante; les deux courbes seront donc semblables. 

$.25. Comme l’angle (r,£) est celui que fail le rayon veclteur pro- 
longe avec l’elöment de la courbe, correspondant a un aceroissement posilif 
de l’angle polaire, il sera facile de trouver l’inelinaison de cel element par 
rapport ä l’axe Ä ou ä la droite de l’argument S. 

On a en ellet, en appelant 7 l’angle que fait l’element de la courbe 
ou la tangente avec l’axe A, T=(r,f)-+P; pour linclinaison par rappor! 
a la droite de l’argument on aura T—P. 

Cela pose, on obliendra aisement en faisant usage des formules (46.) 
et (51.) ces valeurs partliculieres correspondantes: 





?—0, P-R=-+(R-P) alors (r,t)— 0, T-P—2(R—-P). 
"=t, P-R=- - )=S5—R—-P), T—P= a, 
=», P-R=-—-(R-P) - W=0, T-P=0. 


CGependant pour que ces formules soient exactes, il faut encore ajouter des 
multiples de x dans les expressions pour (r, 2) et T—P, et les prendre de 
maniere qu’entre les angles que fait le rayon vecteur avec l’element cor- 
respondant, (r,) represente celui que nous venons de determiner au com- 


mencement du paragraphe. 
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Il resulte de ces formules que la courbe est parallele a la droite de 
argument 5 dans les points ou F=r ou ?=%, que l’inclinaison par rap- 
port ä la droite 5 de l’element, correspondant a un rayon vecteur egal a zero, 
est le double de l’inclinaison de ce rayon vecteur s’&vanouissant par rapport 
au rayon complexe, que de plus le rayon vecteur et le rayon complexe sont 
perpendieulaires entre eux, si r’ est egal a r” etc. 

Du reste, puisque l’origine des coordonnees est le centre de la courbe, 
puisqu’elle a une seule asymptote, qui se confond avec la droite de l’argument 
ete.. on trouvera facilement la forme de la courbe donnee. 


$.26. Cherchons maintenant l’aire d’un secteur de la courbe parti- 
euliere dont nous nous occupons. En appelant S(P, Q) ou plus simplement 
S, si langle @ n’est pas determine, l’aire d’un secteur compris entre deux 
vayons vecteurs et correspondant aux angles polaires P et Q, on aura d’apres 


] 


la formule S — fr OP--const. et en faisant usage de l’equation (46.) 
+2 
SS — m cos2(R—P) r 


— 5 sin2(#& — P) log sin(P— P)-+ consl. 


ou, comme on peut @crire d’une autre maniere, parce que r, Kt et P sont 
constanls, 


52) Se 5 cos2(R— P)(P—P) 


_ z sin2(R— P)log sin(P— P)-+ consi. 


ou. sı Von veut. 
v 


No) 5 


cos2(R— P)arcsin sin(P— P) 


\ 


= sin2(R — P)log nat sin(P— P) -+ const. 


Si l’on suppose que le secteur commence quand limr—0, c'est ä 


dire, wand P-— P—=2(R— P), on obtient, en appelant le secteur cor- 
vespondant S(P), 


2 


(53) S(P) — 5 005(R— P)(P — P)— 2(R-— P)) 


gr; | sin(P?—P)_ 
— zsin 2 R— P) log n2(R_P); 





on aura egalement 
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53.) S(P,O) = 5c0s2(R- P)(P— PP —(0— P)) 


r? 


2 


sin P— P) 
sin(O—P) 





sin2(R — P)log 


ou, si l’on veut l’ecrire d’une autre maniere, 
| | er u is | eh 
S(P.Q) = 5 6052(R — P)(aresin sin(P — P) — aresinsinQ — P\)) 


a 





2 
5 sin2(R — P) (lognat sin(P — P) — lognatsin(QO — P)). 
$.27. On obtient une autre forme tres remarquable de laire 8, 
lorsqu’on l’exprime par le rayon vecteur r, au lieu de l’exprimer par Vangle 
polaire. 
Par les @equations ($.19.) on trouve facilement 
2 vsin2(R— P) 
sin (P — P) vi yr’— 2r?r?cos2(R—P)+r' j 
vsinz(R—P) 
r?cos2(k— P)—r”’ 











P— EP = arctig 





abstraction faile dans la derniere formule d’un multiple de rn. En substituant 
dans l’equation (52.) et en remarquant que r, R et P sont constants, on 
peut eEcrire 


) . E / | ’sin?(k—P) 
54.) S- 5 0052 (R — P)aretg vsin2(d 


vr? cos?(R— P)—r? 








2 
4. 5 sin? (BR— P)lognat yı— 2rircos2/R — P)--1* + const. 


La formule obtenue peut encore &tre transformee, en operant de la 
2 0) 


0 | AM 


2 





maniere suivante. Prenons d’abord le logarithme de la möme quantite 


7 p 
que nous avons deja consideree plusieurs fois. Nous aurons 





2 r? /r tr rt 
log Ei — log — 3 — ca? B-—-P) 1 
:(& Sr) 8 \ p' p’ y° \ ' )- p 


v’sin?2(R—P) 
r? cos? (R— P)—r”’ 





a 
-- 2arctg 
nous aurons de plus 


2 Mi — — (e0s2(R — P)-+isin2(R — P)). 


2 © 
Maintenant si l’on observe la formule (40.), qui donne le developpement de 


l’expression Im(u,v), et si l’on remarque encore que dans l’equation (53.) 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 42 
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on peut diviser sous le signe radical par p*, en changeant la constante arbi- 
traire, on obtient cette nouvelle formule pour l’aire cherchee du secteur 
m S .w i Pi | 
(55.) S — Im (-log(&+— )) + const. 
2 © @ y 
$.28. Des equations precedentes on peut lirer plusieurs consequences. 


Supposons, par exemple, que dans l’@quation (53.) on pose successivement 


2ı(R—-P)=0 et 2(R—-P)= 5; appelons de plus les secteurs correspon- 


dants S,(P) et S,(P); alors nous aurons 


a ar u; r | 
S,(P) =;>(P—P) et 8,(P)= — Ziog sn(P—P). 
Posons maintenant plus specialement "—=1 et ensuite dans le premier cas 
P=2(R—P)=0, dans le second P=?2(R—-P) =; nous trouverons 
alors 
S,(P)=4P et 8S,(P)= — 1logcosP. 


Quant au secteur S,(P), il commence ä cetie valeur de P, pour laquelle on 
aP=0; on trouvera de meme que l’autre secleur commence a la valeur 
Pr; car, dans l’un et l’autre de ces deux cas, cette valeur initiale de P 
satisfait ä PequationP— P=2(R—P). 

Mais au lieu de faire P croitre dans l’expression —cosP depuis 
P ==, on peut augmenter P depuis P=0 dans l’expression cosP. Il s’en- 
suit que, si l’on suppose que les secteurs 8,/P) et S,(P) commencent tous 
deux a la valeur P=0, on aura 

S(P)=4P et S,(P)= — AlogcosP 

ou, si on veul, 

(56.) 28,(P) = aresecsecP et 28,(P) = lognatsecP. 


Remarquons maintenant que la premiere formule correspond a une courbe 


57) r ee oü r—1, P=0, 2R=0 





l’autre, au conlraire, a ume courbe 


pn 2a __ ,»5in(P+P—2R) 2 _ RR 0 9p__M 
58) Fur sinPp_P) ° Aa 1, P=75; 2R=—. 





en d’autres termes, on peut exprimer le logarithme nalurel d’une secante, secP. 
par le double d’un secteur, S,(P), correspondant ä une courbe 


(9) PZHrY=-i x—=0, Sn=rHtyi, 


a ee E 








De me Ve ren 











| 
{ 
b 
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tandisque l’arc de celle m&me secante s’exprime par le double d’un secteur 
S,(P). correspondant a la courbe 


(0) Hi, X"=0, Hi=crtyi. 


I 
L’une de ces deux courbes est la courbe donnce, correspondant ä une droite 
de l’argument 5, qui se confond avec l’axe Y, el a un rayon complexe, qui 
a la longueur 1, et qui fait avec le demi-axe posilif un angle egal ä Ti 
l’autre est la courbe donnee, correspondant a une droite de l’argument, qui se 
confond avec l’axe X et a un rayon reel, egal ä 1. La derniere consiste. 


comme nous le savons, en un cerle et une droite ou en un cercle seul, si 


l’on fait varier la quantile reelle &=x seulement entre les limites &<—x — — I 
et sm +1 
On peut encore remarquer que [’hyperbole &equilatere 
PS 
sin2P 


qui est formee par tous les points milieux sur les cordes, paralleles a l’axe F 


et appartenant a la courbe = tgP ou autrement eerit +? —:, x—(, 
$m=x-4yi, donne le secteur S,(P)= 4logtgP--const., ou, si l’on 
st 


suppose ici que le secteur commence lorsque b=7 
(61.) 48;,(P) = lognattgP. 

Du reste cette hyperbole, dont les secteurs, deux fois doubles, donnent le 

logarithme naturel de la tangente, represente aussi. comme nous le savons, 


l’hyperbole conjuguee de celle que decrit la fonction n. 
$.29. De l’equation (53'.) on conclut de plus 


S(Pp', 0) LS(P", 0") . Ss(p"”, O")-+.-. 
= — 5 c0s2 (R— P)((P'4+P"+P" +...) — (Q'4+0"+0'"+...)) 


sin (P’— P)sin(P"— P)sin(P"—P)..- 
sin (0'— P) sin (0"—P) sin (0"— P)--- 





— sin 2(R— P)log 


d’un autre cöle on aura aussi 
S(P’-- pP" P"— ..., 0-- 0" 0" ...) 
ze 5008 2 (R Sn: P) ((P'+ P"-+ P”+ ...) DR (Q-+ 0" 0" , -+)) 


sin (P'+ P"+ P"L...—P) 

sin (0'+0"+0"+-—P) 

Pour que celte formule soit juste, il est necessaire que les sommes IP et IQ 
42 * 





— 5 sin2(R — P)log 
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ne surpassent pas les valeurs pour lesquelles la courbe ou les secteurs existent 
reellement. Il est ainsi necessaire qu’elles satisfassent aux conditions 


cos2(ZP—R) = cos?(P—R), 
cos2(ZQ— KR) = cos?(P—R):; 
egalement dans la premiere formule il faut que 
cos2(P—R) = cos?(P—R), 
cos2(W —R) = cos? (P—R) 
elc. Voyez $.8. 
Ces restriclions faites, on aura l’equation remarquable pour laddition 
de plusieurs secteurs 





(62.) S(Pp', O')-+S(P", oN)-+ s(p'r, oO") De IN (P'-HP"_ LP"_L er. 0'4 Q"+ O"+...) 
_ E n2CR _ Pilog SW P'+P"+P"+... —P)xsin(O’—P)sin(Q"—P)sin(O"—P) -- 
Tv > sin(0'-£- 0"F 0". —P) = sin (P’—P) sin (P"—P)sin (P"—P) .-- 


ou, comme on peut @crire plus simplement, 


sin(£P—P)I/sin(O—P) 
sin (20 —P) IIsin(P—P) 





Qt, \ Y - \ re . 097 \ 

=s(P,O)— S(3P, z0) —= 5 sin2(R— P)log 
ou meme, en observant que vsin2(R— P)= +ua, a etant le demi-axe de 
’hyperbole equilatere, 


ZS(P, Q)— S(ZP,=0) — + 





a’ |, Sin(ZP—P)Isin(0—P) 
2 7 sin(&0—P)IIsin(P?—P) 

La somme de plusieurs secteurs est donc @gale a un nouveau secteur 
correspondant a un angle egal a la somme de tous les angles des secteurs 
donnes plus une expression logarithmique. 

$. 30. De l’öquation trouvee (62.) on deduit la formule suivante pour 
la multiplication 


(63.) mS(P, Q) — S(mP, mO) — > sin? (R Pe ed 7) 


sin (mO—P)sin”(P—P)’ 





m etant un nombre positif et entier. En ecrivant . et E au lieu de P et 
(, et en divisant par »n, on deduit encore ceite nouvelle formule pour la division 

PO ’ . sin” (P—P)sin (£_) 
s(—,—)—- —S(P, Q) = —sin2(R— P)log | 
m m m 2 a pP 
sin” (O—P)sin (——P) 





ou, comme on peul &crire d’une autre maniere, pour rendre la derniere 
equation analogue a la premiere 








SR EEE ii - 


a 
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sin sin (z, — P)sin” (O0 — ii 





(64.) —8(P,0)— 8 a _ 2) — &sin2(R — P)l 


aa 9 —P) sin ” = (PP) 
m 


A laaide des equations (63.) et (64.) on obtient enfin une troisieme formule 
plus generale, qui correspond a la multiplication par un nombre positif ei 
rationel 
u 
ei a] y? sin — P—P)sin”(Q e) 
(65.) # S(P,)— S(—P, , O)— 5 sin2(R—P) log . 
sin (-Q —P)sin” (0--P) 
m 





Il faut cependant remarquer que toutes ces formules ne sont justes 
que sous certaines restrictions. 


$.31. Pour distinguer entre deux secteurs qui correspondent ä des 
courbes avec des rayons complexes o et o, designons l’un par S(P,Q,0) 
l’autre par S(P, Q, 0). Supposons encore que o—=y(cos!'--isin!'). Alors 
nous aurons, en parlant de l’equation (62.),. et en prenant Pe ie rap- 
portees a la m&me droite de l’argument $, 





66. S(P' ‚O',0)+S( (Pr, 0", 0)+ S(p, 0" ,o) eo. S 5 (P' (P'--P"P"L... ‚04 O"'ON"+-. =) 
( 2 $( gi 0',c )+ s we 0" ,o) En S(P"", 0", 6)+ ar S(PPFLPIL ‚O-O"LOrL..,o 
_—. "sin?(R—P) 





y’sin2(I—P) 
ou plus simplement 
ES(P,0,0—S(SP,E0Q,0) __ 1*sin2(R—P) 
ES(P,0,0)—S(ZP, 30,0) yrsinz(I—P) 








En determinant le rayon complexe o de maniere qu’on ait 
. r 
Y=4% MT-P=5-(R-P) 
ou 
ef, 2 T—P),= R-P, 
on trouvera l’une ou l’autre de ces deux formules 


SIE = men) 
=S(P,0,0—S(2P, 20, o) 
ES(P, 0,0) S(£P,80,o0) 
Si l’on determine autrement la relation entre o et o, on obtiendra de nouveaux 
rapports, par lesquels on pourra exprimer les fonclions trigonometriques. 








| 


2cos( R—P). 
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$.32. Dans le $.29 nous avons montre, que la somme de plusieurs 
secleurs est egale A un nouveau secleur plus une expression logarithmique. Il 
y a un cas ä remarquer parliculierement, c’est celui ou la partie logarithmique 
s’evanoulil. 

En posant 

2(BR—-P)=-0 u =n, 
on trouveräa 
(67) ZS(P,QO) = S(EP,=FOQ). 
Dans ce cas l’equation polaire de la courbe donnee se reduit a la suivante 
2 sin(P—P) 

—  sin{(P—P) 





r° == 


Si le signe superieur se presente, la courbe se compose d’un cercle avec le 
rayon v el d’une droite qui se confond avec la droite P= P ou la droite 
de l’argument $; si au contraire on a le signe inferieur, la courbe consiste 
senlement dans cette derniere droite. 

Cependant comme la droite passe par l’origine des coordonnees, la 
seconde courbe n’a pas de secteurs, quant a la premiere, il suffit de considerer 
l’une de ses parties, le cercle. 

Ainsi la propriöte concernant la somme de plusieurs secteurs et donnee 
par la formule (67.), est done une propriete du cercle, ce qui du reste est 
bien connu. 


Christiania, 1857. 























21. 


Ueber diejenigen Probleme der Variationsrechnung, 
welehe nur eine unabhängige Variable enthalten. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





Jacobi, in der Abhandlung über die Kriterien des Maximums und 
Minimums, welche sich im 17‘ Bande dieses Journals befindet. macht die 
Bemerkung, dafs diejenigen isoperimetrischen Probleme, welche nur die 
ersten Differentialquotienten der abhängigen Functionen unter dem Iniegral- 
zeichen enthalten, eine Behandlung in derselben Weise gestatten, wie sie von 
Hamilton und von Jacobi selbst auf die Probleme der Dynamik angewendet ist, 

Man kann diesen Ausspruch verallgemeinern. In der That. auch die 
Aufgabe, ein einfaches Integral mit mehreren unbekannten Functionen zu einem 
Minimum zu machen, während zwischen diesen Functionen noch gewisse 
Differentialgleichungen gelten sollen, ist einer ähnlichen Behandlung fähig. 
Und da man zeigen kann, dafs sich jede auf einfache Integration bezügliche 
Aufgabe der Variationsrechnung auf diese Form zurückführen läfst, so ergieb! 
sich, dafs überhaupt auch jede solche Aufgabe jene Behandlung zuläfst. Es 
läfst sich dies so aussprechen: 

Ein isoperimetrisches Problem, in welchem die Differentialquotienten 
der abhängigen Functionen unter dem Integralzeichen oder in etwaigen 
Bedingungsgleichungen respective bis zu den Graden a,. &%. ... «, 
ansteigen, welches also 2 (a,+a,...a,) willkürliche Constanten mit sich 
führt, ist immer auf die vollständige Lösung einer partiellen Difje- 
rentialgleschung mit a, —+-a,...a,—1 unabhängigen Variabeln zurück- 
führbar, welche aufserdem die abhängige Function selbst nicht ent- 
hält; die vollständige Lösung also erfordert nur a,-; aa, well- 
kürliche Constanten. 

Die eigenthümliche Form, welche durch diese Betrachtungen die 
Integrale der isoperimetrischen Probleme annehmen, gestattet merkwür- 
dige Anwendungen auf die zweite Variation. In einem frühern Aufsatze 
habe ich gezeigt (Band 55. dieses Journals, pag. 254), dafs die reduecirte 
Form der zweiten Variation. wie sie zur Untersuchung der Kriterien des 
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Maximums und Minimums brauchbar ist, eine gewisse Anzahl von willkür- 
lichen Constanten mit sich führt, zwischen denen noch Bedingungen bestehen, 
welche im Allgemeinen weder vollständig dargestellt werden können, noch 
viel weniger aber die Lösung der Aufgabe gestatten, die betreffenden Con- 
stanten durch eine passende Anzahl vollkommen unabhängiger Constanten zu 
erselzen. 

Dagegen zeigt es sich, dafs die Anwendung derjenigen Form der 
Integrale, auf welche die oben angedeutete Methode führt, nicht nur die voll- 
ständige Aufstellung der Bedingungsgleichungen möglich macht, sondern aufser- 
dem fast von selbst auf solche Ausdrücke der eingehenden Constanten durch 
eine geringere Anzahl vollkommen unabhängiger führt, welche diese Bedin- 
oungsgleichungen identisch erfüllen. Wobei sich zugleich andere bedeutende 
Vereinfachungen der vorkommenden Ausdrücke ergeben. 

Die Reduction der isoperimelrischen Gleichungen auf eene partielle Dif- 
ferentialgleichung wird den Anfang der folgenden Betrachtungen ausfüllen. Der 
letzte Theil wird der Untersuchung derjenigen Vortheile gewidmet sein, welche 
dieselbe für die zweite Variation gewährt. 





$.1. 
Beschränkung der Aufgabe. 
Bezeichnen wir durch Y,, Ya, -.. y„ unbekannte Functionen von z, 
durch F, 9, $a, ... aber Functionen von X, Yıs Ya, --- Y„ und 2 . 
dy, dyn , 





erachten läfst sich jede Aufgabe der Variationsrechnung, welche 
dr . 
nur ene unabhängige Variable enthält, auf die folgende zurückführen: 


Es soll das Integral 
3 3 — / Fda 


eın Minimum oder Maximum werden, während zugleich eine gewisse 
Reihe von Differentialgleichungen 


2.) 9 pM—=0), .:.,.9,=0 


besteht; wo x kleiner als n :st. 





Dals zunächst das Vorkommen höherer Differentialquotienten ohne Wei- 


teres ein Zurückführen in diese Form gestattet, ist an sich deutlich; man hat 
nur nöthig, die niedrigeren Differentialquotienten als neue Variable einzuführen, 





NE 
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und ihre Beziehungen als Bedingungsgleichungen y zu betrachten. Aber auch 
die scheinbar allgemeinere Aufgabe, nämlich 
eine Function V zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn 
zwischen ihr und andern unbestimmten Functionen y,.y.».... y, eine 
beliebige Zahl von Differentialgleichungen mit der unabhängigen Va- 


riabeln x gegeben sind, 


- . “di 
kommt auf den vorigen Fall zurück. Denn man setze nur .J =. — de, 
© di 


man führe die Differentialgleichungen als Bedingungsgleichungen q ein. und 
man gelangt dann durch die gewöhnlichen Methoden zu genau denselben Glei- 
chungen, welche sonst auf einem ganz anderen Wege abgeleitet zu werden 
pflegen. 

Ich werde mich daher im Folgenden nur mit derjenigen Form des Pro- 
blems beschäftigen, welche in den Gleichungen (1.), (2.) dargestellt ist. 

$. 2. 

Zuruckführung der Integrale der tsoperimetrischen Probleme auf die Function V. 

Bezeichnen wir mit A,, As, ... 4, unbekannte Functionen von .r, und 
mit (2 die Function 

3.) 2= FH pthp+t ig, 

so sind die Differentialgleichungen, auf welche das in den Gleichungen (1.). 
(2.) ausgesprochene Problem durch das Verschwinden der ersten Variation 
führt: 




















d eo > og 
d.r P dy, a De 
dx 
d eR 2. eR 
(4.) de „dın 2 Mm 
dx 
d oO af 
” "a 7, 
0 dx 


zu welchen die Gleichungen (2.) selbst hinzutreten. Diese 2-+ z Gleichungen 
bestimmen die Functionen A, y; die Integration derselben führt 2 willkür- 
liche Constanten mit sich. 
Bezeichnen wir nun durch [42] und [F'] die Functionen 2 und F 
und analog andere ebenso betrachtete Functionen, wenn in denselben die y. 
Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4. 43 
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dy 
k, 7 durch diese 2» Constanten und x selbst ausgedrückt sind; durch (42), 


(F’') etc. aber dieselben Functionen, ausgedrückt durch z, die y, und durch die 


0 


Constanten Yı, Y2s »++ Yn, Welchen die y für 2 r” gleich werden mögen, 
und welche bei der Bestimmung der erstgenannten Constanten mitwirken. 


Da die Ausdrücke [y] identisch verschwinden müssen, so ist auch 
[>®] identisch Null, wenn « eine jener Integrationsconstanten bedeutet; mit- 
hin hat man 
08 Oyi oR2 Td SH: 
[1= [= 2, „|+3: dy; Ldr u 
dx 


da auch die durch Differentiation nach A entstehenden Terme fortfallen. Oder. 
indem man die Gleichungen (4.) zu Hülfe nimmt: 


oF 02 ar 
(| = Ze a Zi 
Führt man nun eine neue Function 1% ein durch die Definition 


5) [1 = S [Fldr 











(wodurch auch die Bedeutung von (V) vollkommen bestimmt ist), so geht 
die vorige Gleichung auch in diese über: 


) [] = er []-|= = el 


= wi Biss 











av 
Man erhält aber für [5] auch sogleich den Ausdruck: 


or &- HEHE 


öy! UM 
Da nun offenbar (| und der Werth, welchen 2] für 2== x annimmt, 











identische Ausdrücke sind, so zeigen die Gleichungen (6.), (7.) denselben 
| als lineare Function der 2n Gröfsen [> | und wi ä auf 


an 4 


su} 
Ausdruck 15 


oa 





doppelte Weise dargestellt. Und solcher doppelt dingnitiliten Ausdrücke giebt 
es 2n, da es 2n Constanten a giebt, und alle haben dieselben Coefficienten. 
Dies ist nicht anders möglich, als wenn die beiden Darstellungen an sich 
identisch sind, d. h. wenn 
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| 38 y 
(8.) 5 — (): 7 ! -(&7) 
dr - dt Ir = r® 








Die zweite Möglichkeit, dafs nämlich die Determinante der (2n)’ Functionen 


[2% Ei verschwinde, wird dadurch aufgehoben. dafs sich die « noth- 


wendig durch die y, y’ müssen ausdrücken lassen, um ein vollständiges System 
von Integralen darzustellen. 


Da nun die Gleichungen (8.) keine identischen sind, so sind sie die 
Integrale der Gleichungen (2.), (4.). 


Denkt man sich in (V‘) statt der y’ irgend welche Verbindungen der- 
selben eingehend, welche durch a,, -- ... a, bezeichnet seien, so ist 


Bi 
CA a c- Da} 
de = a? 





oder gleich einer neuen Constanten «&,. Hiernach ist es erlaubt, den Inte- 
sralen (8.) die folgenden allgemeineren zu substituiren: 


082 oV 
9.) „ri 5) = (7). 
er 
wo nunmehr (V) als Function von &, Yıs Yas -:: Yns Ar, buy... a, zu be- 
trachten ist. Diese Gleichungen, zusammen mit den Gleichungen (2.), genügen, 


um die 2n--z Functionen y, S ) durch x und die willkürlichen Constanten 


a, oc auszudrücken. 


$. 3. 
Partielle Differentialgleichung fur V. 


Wenn sonach die Integrale der isoperimetrischen Probleme auf die 
Function (V') zurückgeführt sind, so bleibt nunmehr übrig, diese selbst zu fin- 
den. Dies geschieht, indem man die Gleichung (5.) nach derjenigen Variablen 
differentiirt, welche bisher noch nicht benutzt ist, nämlich nach x selbst. Dann 
aber erhält man einerseits direct #, dann aber auch 


HEHE 


und man hat somit die neue Gleichung: 





dy; 





a oV OoV\ d 
(10.) HF = tz dx ü 
43 * 
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Wenn man hiezu die folgenden hinzufügt: 





88 ar 
11) —— = En: u, Bi. = 
de 


so hat man die hinreichende Anzahl von Gleichungen, um daraus die A und die 


dy; DE Br . . . a > 
—— zu eliminiren. Das Resultat der Elimination ist aber eine Gleichung 


N 5) (5 I); d. h. eine partielle 


Dilferentialgleichung erster Ordnung mit nn eubkaliiigi Variabeln, in 
welcher die abhängige Variable selbst nicht mehr vorkommt. 

Auf diese Gleichung ist also das isoperimetrische Problem zurückge- 
führt. Die vollständige Lösung derselben enthält a-+1 Constanten; wir 





zwischen zZ, Yı, Yas --- Yn und (= 


brauchen hier deren nur rn, nämlich die «; aber in der That ist von jenen 
Constanten eine additiv, da (VW) selbst in die Differentialgleichung nicht ein- 
echt; und sonach stellt die Function (V), von der auch in den Integralen nur 
die Ableitungen gebraucht werden, wirklich eine vollständige Lösung der 
partiellen Differentialgleichung dar, und die a sind die willkürlichen Constanten 
derselben, mit Ausschlufs der additiven, welche, als eines der « benutzt, eine 
identische Gleichnng ergeben würde. 

Man sieht, mit wie geringen Modificationen die sonst auf die Dynamik 
angewandte Methode hier ihre allgemeine Anwendung findet. Zugleich aber 
enthält das Obige die vollkommene Bestätigung des im Eingange angeführten 
Satzes; die Anwendung der vorliegenden Theorie auf Probleme, welche höhere 
Differentialquolienten der abhängigen Functionen enthalten, ergiebt sich ohne 
alles Weitere. Als Anwendung der vorliegenden Theorie sei es mir gestaltet, 
die partielle Differentialgleichung für V in dem Falle anzugeben, wo das In- 
tegral eine einzige abhängige Variable und deren Differentialquotienten bis zum 
d’y 


enthält. Ist dann y diese Variable, und y) = Ta 50 geht die gedachte 


ae 


Gleichung aus den Gleichungen 














F(2,y,3\,..700, 2) 
- (—)+y (z )+y (4 Sn ie) - nn ran) 
oV 
und 305) = ar en 
Tr 
dyr-) 


hervor durch Elimination von 


u 
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$. 4. 
Anwendung auf die zweite Variation. Einleitung. 

Ich wende mich nunmehr zu der Untersuchung derjenigen Vortheile. 
welche die in den Gleichungen (9.) enthaltene Form der Integrale der iso- 
perimetrischen Probleme für die Reduction der zweiten Variation darbietet. 

Bezeichnen wir durch (2,, (2, folgende Functionen: 

















2, -— u zn 0 z; U; ee a 
Oi de „di di 
dx 
(12.) 02 d 982 2 
30 — Plan io sr Pi PUR dl 
2. = Zu; Oyi Tan dx dy; TOR oA; 
dx 


so stellt, sobald wir #; in dy;, u; in dA, übergehen lassen, (2, die erste und 
2, die zweite Variation der Function 2 dar; und zugleich sind dann 


Ads, ["2.de 


x’ 
die erste und zweite Variation des vorgelegten Integrales. In einem frühern 
Aufsatz (Bd. 55 dieses Journals, p. 254) habe ich nun gezeigt, dafs sich die 
zweite Variation immer auf die Form zurückführen lasse: 








3 BMoıl zn Gl BB 
(13.) Bi 4 en R dy,;, _dy, ie ik 1 BER 
dx dx 
Hier bedeuten die R; lineare Functionen der Oy,;, 3, und 2’, B’ die Werthe 


welche eine homogene Function B zweiter Ordnung der dy; für 2— x’ und 
z2—r’ annimmt. Die R; sind noch an einander gebunden durch x lineare 


Gleichungen: 
(14.) <; RI _ = 0, ER — Pr _ =— 0, ... 2; Re _ == 
dy; dy; dy; 
Li ai ei 
dx dx dx 


Aufserdem aber hängen die R, R;, B von gewissen Integralen derjenigen 
Differentialgleichungen ab, welche das Integral ST Adr (12.) zu einem 


bi 


Minimum machen. Die Lösungen dieser Gleichungen kann man unmittelbar 
hinschreiben; sie sind, wenn 4, &, ... @,, die willkürlichen Constanten der 
y bezeichnen: 
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— oy ” 
u, an 2,4, i 7 > 
ca, - 2. oA, 1 
n u, —= 3,4, . 
röy. 7 | 90, 3° 
u TERN x. A IVa k 
(15.) T k h = da, ’ l BR < A [_94, z 
Ur ee k \ da, - 





OYn 
BE, - 

u = >45.) 
wo die A neue willkürliche Constanten bedeuten. Solcher Systeme von 
Lösungen bedarf man rn, welche durch obere Indices bei den # und A unter- 


schieden werden mögen; und dieselben werden dadurch particularisirt, dafs 
n.n—1 








die ———— Gleichungen bestehen sollen: 
(16.) 2; u: O8, u OR, I un 0, 
d du; B du; 
dx dx 


wo r und s alle Werthe von 1 bis n annehmen können. 


Endlich, wenn diese particularen Lösungen bestimmt sind, wird R die 
Deierminante derselben 


(17.) Bi = Fi... 


die R;, ebenfalls Determinanten, haben die Gestalt 





k 
18) = RZ — 5%... 


Die Function B aber, welche, wie oben gesagt, die Gestalt hat: 
(19) 2B = 23;8,ß,0y;0y, 
ist durch die Gleichung definirt: 


20) Bunt But = (EN, 
% 


welche für jeden Werth von 2 und r besteht. 


Dies vorausgeschickt, können wir zur Transformation der vorliegen- 
den Ausdrücke übergehen, indem wir die Constanten @,, @, ... @, durch 
unsere Constanten @, Ar, ».. Ay, Oyy Ay ».. @&, ersetzen, und überhaupt 
alles auf die Function V zurückzuführen suchen. 
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S. 5. 


Bestimmung der particularen Integrale. 

Gehen wir zunächst auf die Gleichungen (16.) näher ein. welche den 

Zusammenhang der partlicularen Lösungen « darstellen. Ehe dies aber »e- 
e . 


-_ 


2 


0) . |) Ba 02 a 
schehen kann, mufs die Form der Ausdrücke — entwickelt werden. 














"Dana A 
dx 
Der Definition (12.) zufolge ist unmittelbar 
Oo, 088, 
du; dy; 
0 dx dx 


und wenn man aus (12.) für (2,, seinen Werth setzt und die Differentiation 
ausführt, so kommt: 




















8 d oR - du, Ö 8 d OR 
2 nn . u. >: Br 
du; uU oy,. dy,; TS dx Ze h dy,; Tau Oh, dy, 
oO oo — 6 eg oO — an 
dr dr dr dr 


Aber wenn man hier für die , v aus (15.) ihre Werthe einführt, so zeigt sich. 
dafs dies nichts anderes ist, als 




















o  _ 6) Ye 
3 du SA, oa, 3 dy; 
dx dc 
oder, wenn man die Gleichungen (9.) nunmehr zu Hülfe ruft: 
; 08, oO (oV 
(21.) „di an 34|,,-5, -)1; 
dx 


eine mit der Form der % vollkommen analoge Gestalt. Diese können wir 
jetzt in die Gleichung (16.) einführen. 


Indem man jedes Glied der Summe (16.) als eine Determinante be- 
trachtet, und die Sätze über die Zerfällung einer Determinante in Summen 
von Producten berücksichtigt, erhält man dann für die Gleichung (16.) die 
folgende: 


(22)0= 23,2, 14,4, — 4. 4,25] [3 (2 )]- [3 | 2-G (@ -—) I 








Die nach 2 genommene Summe mufs nothwendig einen constanten Werth an- 
nehmen, damit die vorliegende Gleichung nicht mehr als eine Gleichung zwischen 
den 4 gebe. Wir können aber sogar diesen constanten Werth wirklich be- 
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stimmen. Die nach 2 genommene Summe kann man Re auch so darstellen: 
ETW 92 
da, da, \y, da, 

da sich die übrigen durch die Differentiation 20h, Terme aufheben. 


n 2% IE = 3) - 3); 


und da sich die von dem ersten Theile dieses Ausdruckes herrührenden Terme 











Und ferner ist 





wiederum zerstören, so bleibt: 


[3 da -)] — [# (3) |: 


Bedenki man nun, dafs die @,, 4, ... 4, die Integrationsconstanten «,, 4%, ... 4,, 








a ba... @, Pepräsenliren, von denen (V) nur die erstern enthält; so 





a 0 (€ 
sieht man, dafs, wenn FE (Z )| einen von Null verschiedenen Werth haben 
O4 C 
. r 


soll, zunächst a, eines der # sein mufs; dann aber geht der Ausdruck 





- An 2 “ . 5 » 
[> über. und man sieht, dafs #, eben dies entsprechende « sein mufs. 
O0@G, - 
k 


wodurch denn der Ausdruck den Werth 1 annimmt, 
Bezeichnen wir nun die den « entsprechenden A durch den Buch- 


staben A. so dafs wir die einander entsprechenden Constantenreihen haben: 


we 22, 


at ih 


n 


a a... 4, 
u VE © 
so nimmt nunmehr die Gleichung (22.) die einfachere Gestalt an: 
23) 0= 3 A4A—AA)). 
die Summe jetzt nur von 1 bis n ausgedehnt. 
Dies sind also diejenigen Gleichungen, welchen die Constanten zu ge- 
nügen haben. Ich werde jetzt zeigen wie man sie identisch erfüllen kann. 


Man kann im Allgemeinen immer n? Gröfsen e so bestimmen, dafs sie 
den Gleichungen genügen: 


) £ + i ' 
An — Cm ıTt Cym “** Cam 4, 
A, Sun Cim 4, + Com 43 0 . Cm A, 


A,, ma Com ed Eee 


(24.) 

















BIENEN. 
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welche für alle Werthe von »n bestehen sollen. Führt man nun diese Werthe 
in die Gleichung (23.) ein, so wird 


0 = 2,3,(4 A, — A, Al) ec. 
Diese Gleichung kann sich aber nicht ändern. wenn man die Indices A, 4 


vertauscht, und das Resultat der vorliegenden Gleichung hinzufügt. Dann er- 
hält man: 





0 = >,2,(4, 4, — 4,4,)(e,, C4r): 
.n—1 u. 
und aus dieser Form geht hervor, dafs man die ——— Gleichungen (23.) 
’ . n.n—1 % . 
ersetzen kann durch die —— Gleichungen 
(25.) Chr Cıy; 


oder mit andern Worten: 
Die willkürlichen Constanten A, A sind an einander gebunden durch 
ein beliebiges System linearer Gleichungen von syınmetrischer De- 


terminante. 
Auf diese Weise sind also die 2n’ Constanten A, A zurückgeführt auf di 
.n+i 2 BR Zu 13). ..,=! 
N” -—- ee Constanten A, c, welche von einander vollständig unabhängig sind. 
$. 6. 


irste Umformung der zwetiten Variation. 
Es wird sich zeigen, dafs die Constanten A überhaupt ganz aus de: 
Rechnung herausgehen, und die e allein zurückbleiben. Dies hat in der That 
eine tiefere Bedeutung. denn der directe Weg zur Reduclion der zweiten 


a e ch n.n-+1 
Variation führt auf ein System von a 


erster Ordnung; die e sind die Integrationsconstanten dieses Systems. Auf 


simullanen Dilferentialgleichungen 


dasselbe soll später noch einmal zurückgegangen werden. Untersuchen wir 
zunächst, in welcher Weise die vorliegende Bestimmung der Constanten die 
unter das Integralzeichen eingehenden Functionen ft, BR, beeinflufst. 

Wenn man in den Ausdrücken für die #, welche die Gleichungen ( 15.) 
geben, die Werthe der Constanten A aus (24.) einführt, so wird 


“= Zalztalaltealet ll). 


| oa 





oder die « nehmen die Gestalt 


(2 Ö. ) u; = 4, E „a 4: 2 re A’v;, 


i 
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wenn nämlich gesetzt wird: 
k oyi =: u oyi 
(27.) v; da, 2: | +e ık ie re 2k a die oa, | 


Bildet man jetzt die Determinante der %, so bemerkt man, dafs deren 
Elemente gerade die Form haben, welche die Zerfällung einer Determinante 
in zwei Factoren erlaubt; man erhält sogleich: 

28) R=.AS, 
wenn A die Determinante der A, und S die Determinante der v bedeutet. 
Gehen wir nun zu den Ä; über, P durch die Gleichung (18.) ge- 


geben sind. Hier ist der Coefficient von 22 eben R; aber auch der Coef- 








firient von Ö'y,, nämlich 


2 
du; SR “ du; SR | du; OR 

Den de Fr ae rn 5 
da ou, da ou, 7 da ou, 








ist eine Determinante von derselben Natur wie A selbst, nur dafs an die 
« u 4 . lv; . . 
Stelle der v, die Functionen ra getreten sind. Auch dieser Ausdruck geht 


also in die Form über: 


de; 68 , du 88, dv) 88 


g \ dx En ° dx ER " dx ov, 








und somit nimmt A; die Gestalt an: 


(29.) R, = A.S;, 
wenn 


dy; dv: BRKN 
Ss; = SI — 5 „S40Yy,° Mm "Ark . 


N) a Z+viv...v) 


(30.) 


geselzt wird. 
Hiernach kommen die A nur noch in der Verbindung ihrer Deter- 
minante vor. Aber die zweite Variation (13.) enthält auch nur die Verbhält- 


* R; [} * . . [2 
nisse 7 es gehen also aus dem ersten Theile der zweiten Variation die A 


wirklich vollkommen heraus, und man erhält: 
2x n2 S; Ss 
(31.) J — 4/ 2.2, 16) 2 k .de +B' [= B’. 


ty. „ S* 
3 Fi 2.2 dy; 





dx dx 


Diese Gleichung giebt uns für die v» eine sehr einfache Bedeutung. Denn 
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die 5, 8, haben ganz dieselbe Form für die v, wie sie R, R: für die « 
haben. Man kann daher sagen: 


Statt sich der particularen Integrale u zu bedienen, genügt es, die 
particularen Integrale v zu benutzen, welche eine geringere Anzahl 


willkürlicher Constanten (nur 2) enthalten, ohne dafs dies die 


Allgemeinheit der Betrachtung vermindert. 





Ehe wir aber diesen Satz vollständig zugeben können, ist es nöthig nachzu- 
weisen. dafs die A sowohl auf die Bedingungsgleichungen (14.), welchen die 
R; unterworfen sind, als auf die Function B gleichfalls ohne Einflufs sind. 

Dies geschieht ohne Mühe. Die Gleichungen (14.) gehen durch An- 
wendung der Gleichung (29.) von selbst in die Form über: 








2) 285 =0, 38 > =0, 2... 290, 
I dr ar 


welche die A nicht mehr enthält. 
Die Coefficienten der Function B endlich, welche von den Gleichungen 


Ps 





— Diese 
du; 


dx 
Function hatte in (21.) eine Form angenommen, welche der Form der 
ganz ähnlich war. Dies mufs daher auch noch der Fall bleiben, wenn man 
mit Hülfe der Gleichungen (24.) die ce einführt; d. h. es mufs, analog mil 
(26.),. (27.) die Gleichung stattfinden: 


82) ( 2 ) — AR 4 AR + Ar), 


(20.) abhängen. bedürfen noch der Aufstellung der Function 








0 dx 
wo 


81): —|;, + + eu (Dl+e [3-5 + ul (5 -)| 


Hiedurch geht aber die für die A EZ Gleichung (20.) in die 
folgende über: 














0=32 4, [B:0ı 1,0 m. Bud, — 2; nr 
welche für alle Werthe von r gelten soll, und welche daher das System fordert: 
35.) But Bunt Bun = Ri; 


welches wiederum von den A ganz frei geworden ist. Aber auch die Be- 
44 * 
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deutung von 2; ist genau dieselbe, wie die des rechten Theils in (20.), nur 
die w durch die » ersetzt gedacht. Denn selzen wir die ® an die Stelle 
der @, so heifst das mit andern Worten, es werde Aj=0, und 4—1 














r ® } . 7 . 08, E . 02 ” 
veseizt. Zugleich geht dann «; in v! über, und [———-\ in : s 
| ' 2 du; 3 dv; 
; 
dx dx 


so dafs also aus (33.) die Bedeutung von 25 fliefst: 


Ben 982 ’ 

36. Beh. WERL VORRREET 5 

( ) dv; e» 
dc 


welche der Bedeutung des rechten Theils in (20.) vollkommen analog ist. 
Hieraus folgt endlich die Zulässigkeit des eben ausgesprochenen Salzes. 

Durch die Gleichungen (27.), (30.), (31.), (32.), (35.), (36.) ist die 
neue Gestalt der zweiten Varialion vollständig gegeben. Sie hat den Vorzug, 
nur die ihr zukommende Zahl willkürlicher Constanten zu zeigen, welche voll- 
ständig von einander unabhängig sind. 


$. 7. 


Zweite Umformuny des Theils unter dem Integralzeichen. 

Aber dafs auch die vorliegende Gestalt die wahre Form noch nicht 
sei, dafür spricht vor allem die Gestalt, in welcher die Function B gegeben 
ist. Denn es ist offenbar /;;, = P};5 und dies ist aus den Gleichungen (35.) 
noch keinesweges ersichtlich. Man wird daher gedrängt, einen Schritt weiter 
zu gehen, und die Function (#’) wirklich in die Betrachtung eingehen zu lassen. 

Hiezu wird es vor Allem nothwendig die Werthe der (2), [] m 


bestimmen. Dies mufs mit Hülfe derjenigen Gleichungen geschehen, weiche 
die y durch die Constanten ausdrücken, nämlich: 


(23, Es ge r 
== & - = (X ..o En U. 
oa, 2 ou, a On ® 


Die Differentiation dieser Gleichungen nach den a ergiebt nun folgen- 











des System: 























( oV dy, ee A oV \[H1__ o’V 
(da, m Az ri o) [5 |- He da, Ne  ° 30) 
Oy o’V \[Oyn o’V/ 
(37.) (a) at Xu, ze du = (men ‚da, /? 


I u, 0 I & ] er ) [2] Fr dal ) Be] - (un) 








Ö 
h 
& 
1 
% 

# 
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Hätten wir, statt nach a,, nach «; differentiirt, so würde auf der rechten 
Seite überall Null gekommen sein, und nur bei der %'" Gleichung 1. 


Bezeichnet man nun die Determinante der (32,-) mit p und mil 


* den Differentialquotienten derselben nach jenem Elemente, so wird nach 


dem Obigen: 
ER) -»[ 2 | = ung ern da, )+p P: ( da, )te2 (2) 


und 
oy; | 
(39.) p de ]  ——— p‘. 


Dies giebt den Functionen v eine neue Gestalt, und zwar eine analoge mil 
derjenigen, welche die # durch die v selbst ausgedrückt zeigt; denn die 
Gleichung (27.) geht nunmehr über in: 
(40.) po; = 9 wu PiWwart "pi w,;; 
wo die Functionen w,; die einfache Gestalt annehmen: 
2 
4) ww en (zu): 
so dafs die Determinante der w eine symmetrische ist. 
Untersuchen wir, welche Gestalt in Folge dessen die Functionen 8, $; 
annehmen. Die erste derselben zerfällt offenbar wiederum in zwei Factoren; 


k 

“ - . * . 1 | 
der eine derselben ist die Determinante der Functionen d. h. =: der 
andere aber ist die Determinante der ww, welche durch W bezeichnet sei: 


so Jafs man die Gleichungen hat: 
1 un 
(42) 89=- rg W, W=Zt+w Wr... Wan 


Um nun den Ausdruck 8; zu bilden, betrachten wir zunächst den Ausdruck 
881 9,,.28.1..9y, = 
vi Er3 02 dv, 
Auch dieser ist eine Determinante, nur dafs an die Stelle der »* die dy ze- 


treten sind. Könnten wir nun auch den dy die Form geben: 


(43.) poy, = wm + wnp, --w,p), 
so würde diese Determinante gleichfalls in zwei Factoren zerfallen, genau 
wie S, nämlich in: 
— (w15 a oW 1) 





9y17 





409. . 
° Owyx 1 io, 
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Eine solche Bestimmung der «»; ist natürlich immer möglich. Sie führt aber 
in dem vorliegenden Falle zu einem sehr einfachen Resultat. Denn aus der 
Bedeutung der p ergiebt sich sofort, indem man die « durch die dy ausdrückt: 


o’V o°’V N Ay 
(Gar . daus öy. -)0) 24 hr 


— (5): 


oder wenn man sich die Veränderungen der y dadurch entstanden denkt, dafs 


m; 


\ 














man den « kleine veränderliche Incremente d« ertheilt hat: 
(44) wı = da.. 
Und so geht der betrachtete Ausdruck über in: 
on oW U dat EN 3u,); 


dw, re 


Führen wir dies nun in den Su von 8; ein (30.). und setzen auch 
k 


für er aus (43.), (44.), und für = aus (40.) die Werthe ein, so er- 


T. 

















dt 
halten wir: 
Ss —_ I iy d p!öda,+p}da,...p} de, 
pi dx p 
oW oW_, oW \ wPtWwrDi }, 
En (5 wir tu OWw,; rn Ow,;, da, Fr p | 


Hier übersieht man leicht, dafs die von der Differentiation der p herrühren- 


u R Em , a. 
den Terme sich gegenseitig zerstören; denn ee 7 ist multiplieirt mit 





oW , Ws oW 
We, — 3, da, + — rg 02:2 RM .)10,; 


was identisch verschwindet. ge nimmt gab S; die folgende Gestalt an: 


5) = m T4P T4-pT). 


wo 


döa, den oW 


3,2 _da,- 
dr nt de "dw mi 


(46.) I, = W 








Auch 7, ist eine Determinante, und zwar von ganz derselben Form 
wie R;, S;; an die Stelle der dy sind die d« getreten, an die Stelle der «, 


» aber die w, wodurch ein Theil jener Determinante eine symmetrische Form 
angenommen hat: die Determinantenform der Function T, ist die folgende: 
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döa, 














u Tue 3 Fr 
dx A " 
dw,, 
dx Wii Win er Wın 
f EN 
(47.) T, = di 
p, . 
- Wa Wa :.. Won 
dx 
dw, 
I Um Wm or. Wan 








Wenn wir nun dies in die Form (31.) der zweiten Variation einführen, su 
erhalten wir unter dem Integralzeichen eine homogene Function zweiter Ord- 








T', . s . . . 
nung der 7; und die Coefficienten derselben sind die Ausdrücke: 
Fo 777 
u, 
di „Ars p 
dx dx 


Auch diese Coefficienten haben eine einfache Bedeutung. Denken wir uns. 


wie oben, die Variationen der y durch kleine Variationen der « hervorge- 


dy 


rufen, so wird man zunächst sich die y, Ir? „ in 2 ausgedrückt den- 


ö f ’ da 
ken können durch die Functionen «, an (welches letztere nach vorgenom- 


mener Variation Null zu setzen), und zwar mit Hülfe der Gleichungen: 


9) ( )= a; = 


In diesem Sinne mag die Function 2 mit 42 bezeichnet werden. Dann 














wollen wir, dem Coefficienten nr — entsprechend, den Ausdruck 
ı k 
n 9er dr 
2 
En. Fe bilden; es wird sich zeigen, dafs der Coefficient (48.) sich immer 
9 9— 
de dx 


durch diesen Ausdruck ersetzen läfst. 
Da sich die y mittelst der ersten Gleichung (49.) ausdrücken, welche 


die % nicht enthalten, so folgt, dafs die Differentialquotienten 
[2°] Bi 
00,1’ da, 


identisch sind. Aber da sich die Zi aus der zweiten Gleichung (49.) be- 


dx 
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stimmen. welche nur der Differentialquotient der ersten nach & ist, so folgt. 
dafs auch 








A dy; 
oo — . 
dx | 
a,J’ 
4 de, oO ‚ 
dr 


k 

I) . ’ I; 

oder, nach den Gleichungen (39.), gleich ra 
Bemerkt man ferner, dafs sowohl diese Ausdrücke als die y selbst 


da 
k . u 
nur von den co, nicht aber von den = abhängen: und dafs ferner 2 eine 





lineare Function der 4% ist, so hat man: 

















-r.”nN r 4 
0:2 Ara ki 0°Q pi: pi 
er ie re u, u Br . ° 2 
da, _de ' dy; _dy, pP 
/ oO ( O 
de “dr dr dx 
nee ME a 5 = 082 0°4; 
ae u 38 dy, u de, | Be } en . de, 
Gr Ob; d— oO —— 
de dx Ar "Ar 


La 


. ı am. 
Auch der leizie Term dieses Ausdrucks verschwindet noch. weil 37, nichts 
Anderes ist als g;, mithin Null; und der zweite Term rechts nimmt sofort 
die Gestall an: 








Rx ob; 017 
_ de, „ da, 
o Oo 

dx de 


n 


a > SUR, u 
Und wenn wir jetzt den vorliegenden Ausdruck mit pr multipliciren und 


die Summe nach 4, r nehmen, so erhalten wir für den unter dem Integral- 
zeichen der zweiten Variation stehenden Ausdruck: 




















Q .S TE 1 
( 30 )  } be ® 2 - S; Sk BER » 2 0 2 ‚ T\, T, 
| er Fe 7? 5° _ da, _da, u 
)) Oo 
P dr . dx dr dx 
2 yf TILL... a7 Pe en n. Ze  . 
Ali DR de, 4 Di» de, 271 3 de, is 
—— —— @, — 
m dr ds dx j- 


Aber erinnern wir uns jetzt derjenigen linearen Gleichungen, welche zwischen 
den ÖS bestanden (32.). nämlich der SET. 


ot 
Fi B.& 














21. Glebsch, zur Variationsrechnung. 353 


.>x 


dieselbe nimmt durch die Einführung der 7’ die Gestalt an: 
a6 MTAATH-MT, 

dy; v 

dr 





<; 
Ö 








oder endlich, nach der eben eingeführten Differentiationsweise: 


op: Bi) ET I A Ip; m 
(51.) 3 de, 4 „da, 41° de, vr 
_— Ö 


dx dr dr 


Dies zeigt, dals der zweite Term auf der rechten Seite von (50.) verschwindet 








So kann man jetzt der zweiten Variation die Form geben: 





ü , "_ OR _TT urn 
(52.) If nn  .de+ BB". 


x0 N ’_% h 
C 


dr ° dr 

Der Term unter dem Integralzeichen hat hier die einfachste Form angenom- 

men, deren er durch die gegenwärligen Betrachtungen fähig ist, indem Alles 

darin durch die Function V ausgedrückt ist. Die Bedeutung der darin ein- 

gehenden Gröfsen ist durch die Gleichungen (41.), (42.). (47.) bestimmt. 
Es bleibt übrig, dafs wir nun endlich die entsprechenden Betrachtungen 

auf die Function 3 anwenden, um dieser ihre definitive Gestalt zu geben. 


S. 8. 
Darstellung der Function aufserhalb des Integralzeichens. 
Die Gleichungen (35.) sind es, aus welchen die Funclionen / sich 
bestimmen. Betrachten wir zunächst die rechten Theile dieser Gleichungen. 
Wenn wir in (34.) die Differentiation ausführen, und uns zugleich an die Be- 


Pr der v» aus (27.) erinnern, so wird sogleich: 


oV ’V "V 
BEN = (var )+ (- )v + oy u: Eee el 


Werfen wir also die letzten Terme dieses Ausdrucks auf die linke Seite deı 
Gleichung (35.) hinüber, so haben wir: 


(Bu: GE; Jo + (Ba c Jar (Br ie == ) 1 () 


Multipliciren wir jetzt diese Gleichung mit dy; und bilden die Summe nach >, 
so wird. indem offenbar 


(,. |; ( en ) Oyır 1° Men; FE )öy: re = Tr ) 











Journal für Mathematik Bd. LV. Heft 4 45 





354 21. Clebsch, zur Variationsreehnung. 


die folgende erhalten: 














KB (EV) x, B—V)) 3(B—-(&V)) ., | 
oy, vr ööy, Re 7 Fr. Be ee: 
Und wenn man nun diese Gleichungen auflöst, so BR 
‚IB-iöN) _ „88 | u 85 
* dy, = da, =r dot 7 ER .. EI + X n dor PR r 


Endlich multiplieiren wir diese Gleichung mit dy, und summiren nach A. Auf 
der linken Seite erscheint dann 
2S(B— (IV); 
auf der rechten aber die Summe 
05 „ 88 ._ 
N dy + ter dy .)' 
Der in der Klammer stehende Ausdruck ist bereits früher behandelt worden. 
bei Gelegenheit der Ne (42.) bis (45.); wo er sich gleich 
oW de ut de ı de in) 
z Ow;; OW,; 


’ ' W 
fand. Bemerken wir noch dafs ba (42.), so nimmt hienach die Func- 











tion B folgende Gestalt an: 


oW 
— un: \? 7 ne SE Zu 
(53.) B — d° J ) | 7 P ; ow 


wodurch endlich die Form der Function B lie angegeben wird. Der 





dad; ‚ 


letzte Theil derselben ist wiederum eine Determinante, und zwar eine sym- 
metrische; indem man derselben ihre Form giebt, und zugleich für (d*V') seinen 
Werth einsetzt, erhält man den folgenden Ausdruck: 

DO Wi. Win da, 


Wr Wr 2: Win O0; 








(54.) 2B — 2,2,(2 


oy. an) Iyidyı — 


l 
Sstw,, W;5» + Wnn J 
w,ı W „2 en Ö an ( Öl, 


06, Bi... a 0 








Die Aufstellung der Function 3 ist auch insofern von Interesse, als 
gerade der unmittelbarste Weg, zu einer Reduction der zweilen Variation zu 


.n+1 


. . n 
gelangen, dieselbe von einem Systeme von er 


erster Ordnung abhängig macht, welche sehr verwickelter Natur sind, und als 


Differentialgleichungen 


deren abhängige Variabeln sich die Coefficienten der Function 3 darstellen. 
Die Gleichung (54.) enthält die vollständige Lösung jener Differentialgleichun- 
gen. Die Gleichungen selbst sind in den Formeln (20.), (23.), (24.) des 


re ee 
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bereits angeführten Aufsatzes enthalten. Indem man dort alle Hülfsgröfsen 
entfernt, und sodann die Gleichung (54.) hinzuzieht, gelangt man zu folgen- 
dem Theorem, in welchem, wie in der eitirken Abhandlung, die Bezeichnungen 


























0:02 BE: 02 hen. „» 02 oe 
oy,0y; X, ‚ii „ dy, _ dy; Er 
9yi0 dx 0 dx ” dx 
D (m) Ofm __ (m) 
av: De une Pi 5) 2 dy; — ei 
dx 


angewandt sind: 
Die Integralgleichungen des Systems simultaner Differentialglei- 
































chungen: 
dP;, (ı) (2) n | 2 x 
44 72 nn —-n .: EE... ] 
ag, 7 ec" c"” FE . g g ash, ra 
I? _2Q 12 22 In DV © or 
ı Da 6 c ... € Mr We - 
) pen n 9 2 x 
b. Fa Me kn ce” ww ce” "so g, ... ee 
pi g 42 I Fi ie 
pi. g. q Ei, Bökn, u 
pP ee a a er de ee 
sind die folgenden: 
oV aaa) B o’V ) oV ) oV | 
oy; ;Y k . da, 0y; 0a, oY; ii da, oy; | 
o’V o’V oV o’V 
da,dy, (ded5 — da, da, ) a Fe (% da, ) FRE 
Be oV ( = AR, 2 All Wi 5 
has En da, da, ) 612 a ge, da, da, On 
o’V oV oV o’V ) 
— —— — U ur Eee — EEE zn. C n "eo. 7 er 
oa, 5) nn Ci (z da, ’ da, 0a, Can 








wo die c willkürliche Constanten bedeuten und c;, — c;; ist. 
Berlin, den 21. Februar 1858. 
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Vermisehte Sätze und Aufgaben. 
(Von Herrn J. Steiner.) 





R. 


1. Zieht man durch irgend einen Punkt, p, in der Ebene einer 
allgemeinen Curve n'" Grads, C”, beliebige Gerade A, B, C, ... und be- 
zeichnet ihre Schnittpunkte mit der Curve durch a, a,, ... @,_1; db, Di, ».- d,_15 
6, Cıy +. 6,15 ete., und bildet die Producte aus den Abschnitten jeder Geraden 
von diesen Schnitten bis zu dem Punkte » genommen, also die Producte 
pa, pa, ... P@,_1; Pb, pbı, ... pb„_ı; elc., so bleibt bekanntlich das Ver- 
hältnifs dieser Producte constant, wenn die Geraden sammt ihrem gemein- 
samen Punkte p unter Beibehaltung ihrer Richtungen, also jede sich selbst 
parallel bleibend, in der Ebene der festen Curve beliebig verschoben werden. 

Denkt man sich alle möglichen Geraden durch den Punkt p, den 
Strahlbüschel, so giebt es unter denselben, im Allgemeinen, je 2n Gerade, 
deren Abschnitte gleich grofse Producte geben. Und insbesondere giebt 
es unter denselben n solche Gerade, deren Producte relative Minima 
sind. An die Stelle eines solchen Minimums tritt so oft ein Maximum, 
als die Curve eın Paar timaginäre Asymploten hat. — Bei paralleler 
Verschiebung des Strahlbüschels behalten die nämlichen Geraden die an- 
gegebene Eigenschaft. 

2. Nimmt man in jeder durch denselben Punkt p gehenden Geraden A 
denjenigen Punkt g, dessen Abstand vom Punkte p der mittlere Factor zwischen 
den vorgenannten n Abschnitten der Geraden ist, so dafs 


pgq” = pa.pd,.P@a, ... Pd,_ıs 


so ist der Ort dieses Punktes q eine Curve 2n’” Grads, 0", welche n 
durch den Punkt p gehende Doppelasymptoten hat, und welche die ge- 
gebene Curve, im Endlichen, in Ann —1) Punkten r schneidet, wo in 
jedem der Punkt q mit einem der n Schnittpunkte a, «,, ... 4,_., elwa 
mit a, vereinigt ist, so dafs also durch den beliebigen Punkt p, im All- 
gemeinen, 2n(n—1) solche Gerade A gehen, in denen einer der n Ab- 
schnilte der mittlere Factor zwischen den n—1 übrigen Abschnitten 
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ist, also 

"I pa”! — pa, .pa;... Ppa,_.- 

Durch die Qn(n—1) Punkte r können Curven (2n— 2)" Grads gehen. 
In den vorgenannten besondern n Geraden, für welche das Product 

der n Abschnitte ein Minimum ist (1.), ?st auch der Abstand des Punktes 

vom Punkte p ein Minimum, so dafs die Gerade im Punkte g auf dessen 


Oriscurve Q°" normal steht. Und war ist solche Gerade eine Doppel- 


pr 


normale der Curve, weil der Punkt y in jeder Geraden A immer doppelt 
vorhanden ist, zu beiden Seiten vom Punkte » in gleichem Abstande, so dafs 
also die Curve Q°" den Punkt » zum Mittelpunkt und zugleich zum vielfachen 
singulären Punkt hat. 

3. Die in (1.) und (2.) angegebenen Eigenschaften finden gleicher- 
weise slatt, wenn die gegebene Curve CE" durch beliebige » Gerade vertreten 
wird. Seien z. B. drei Gerade gegeben, so haben die durch einen beliebigen 
Punkt p gehenden Geraden oder Transversalen zu je 6 und 6 gleiche Pro- 
ducte, und insbesondere giebt es drei Transversalen, deren Producte relative 
Minima sind. Welche weitere Beziehung haben diese drei Transversalen unter 
sich und zu den drei gegebenen Geraden? und welche Relation haben jede 
der erstgenannten sechs Transversalen unter sich? 

4. Ist die gegebene Curve nur ein Kegelschnitt: so verhalten sich 
die Producte (hier Bechtecke) der Abschnitte der durch irgend einen 
und denselben Punkt p gehenden Transversalen wie die Quadrate der den 
Transversalen parallelen Durchmesser des Kegelschnitts. Demzufolge 
verhalten sich die aus dem Punkte p an den Kegelschnitt gelegten Tan- 
genten wie die ihnen parallelen Durchmesser. Die Transversalen haben, 
im Allgemeinen, zu je vier gleiche Producte; diejenigen zwei Transver- 
salen insbesondere, welche den A.ren des Kegelschnitts parallel sind, ent- 
halten die Minima des Products. Diese Eigenschaften gestalten sich jedoch 
nach der Art des Kegelschnitts verschieden, und zwar wie folgt. 

a. Ist der Kegelschnitt Kllöipse, so haben die Transversalen nur zu 
je zwei gleiche Producte. Die der kleinen Axe parallele Transversale ent- 
hält das Minzmum, während die der grofsen Axe parallele das Maximum 
des Products enthält. Jedes Paar Transversalen. welche gleiche Produecte 
enthalten, bilden mit jeder Axe gleiche Winkel, oder die den Axen parallelen 
Transversalen hälften die Winkel zwischen jedem solchen Paar, so dafs also 
alle diese Paare leicht zu finden sind. Jedes Paar bildet in der Ellipse zwei 
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Sehnen (reell oder ideell); die durch die Mitten dieser Sehnen gehende 
Gerade hat constante Richtung, d. h. alle solche Geraden sind parallel. 
Die vier Schnillpunkte jedes Paars mit der Ellipse liegen in einem Kreise: 
welchen Ort haben die Mittelpunkte aller dieser Kreise? und welche 
Kinveloppe haben die letztern? 

b. Ist hingegen der Kegelschnitt Zyperbel, so haben von den Trans- 
versalen je vier gleiche Producte. In der That sind auch die Durchmesser 
der Hyperbel zu je vier gleich grofs, wofern man die imaginären Durch- 
messer auch als reell annimmt, oder die conjugirte Hyperbel mit in Betracht 
zieht. Ein mit den conjugirten Hyperbeln concentrischer Kreis schneidet die- 
selben in den Endpunkten von je vier gleichen Durchmessern. Demgemäfs 
ordnen sich nun auch jede vier Transversalen, welche gleiche Producte ent- 
halten. in zwei Paare, wovon das eine den zwei reellen und das andere den 
zwei imaginären Durchmessern parallel ist; zudem sind die beiden Paare darin 
verschieden, dafs bei dem einen die Schnittpunkte mit der Hyperbel auf gleicher, 
dagegen beim andern auf entgegengesetzien Seiten des Punktes » liegen; die 
Paare wechseln jedoch diese Eigenschaft, je nachdem der Punkt » innerhalb 
oder aufserhalb der gegebenen Hyperbel liegt. Jedes Paar bildet mit jeder 
Axe der Hyperbel gleiche Winkel, oder die den Axen parallelen Transver- 
salen hälften die Winkel zwischen jedem Paar und enthalten die beiden 
Minima des Products. Die Geraden, welche beziehlich durch die Mitten 
der in den einzelnen Paaren liegenden zwei Sehnen gehen, sind sämmt- 
lich parallel. Die vier Schnittpunkte jedes Paars mit der Hyperbel liegen 
in einem Kreis. Welches ?st der Ort der Mittelpunkte dieser Kreise? und 
welche Enveloppe haben die letztern? — Ist die Hyperbel gleichseitig, so 
ist von den je zwei zusammengehörigen Paaren, welche gleiche Producte 
enthalten, jede Transversale des einen Paars zu einer des andern Paars recht- 
winklig; oder jede zwei zu einander rechtwinklige Durchmesser der gleich- 
seitigen Hyperbel sind gleich grofs. Daher der folgende bekannte Satz: ‚‚Zueht 
man aus einem beliebigen Punkt p zwei zu einander rechtwinklige Trans- 
versalen durch eine gleichseitige Hyperbel, so enthalten dieselben allemal 
gleiche Producte.” Die Schnittpunkte solcher zwei Transversalen haben 
verschiedene Lage gegen den Punkt » und liegen nicht in einem Kreise; da- 


gegen ist jeder der Höhenschnitt des durch die drei übrigen bestimmten 
Dreiecks. u. s. w. 


Durch Umkehrung ergiebt sich unter anderm folgendes: 


\ 
Y 
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Wird ein beliebiger Kegelschnitt von einem Kreise in vier Punkten 
a, db, c, d geschnitten, die ein vollständiges Viereck bestimmen, so sind von 
den drei Paur Strahlen, welche die Winkel zwischen den drei Paur 
Gegenseiten (ab und ed, ac und dd, ad und be) des Vierecks hälften, drei 
und drei parallel, und zwar den Axen des Kegelschnitts parallel. Bleib! 
der Kegelschnitt und eine Seite des Vierecks, etwa «ab, fest, während der Kreis 
sich ändert, so bewegt sich die Gegenseite, cd, sich selbst parallel; u. s. w. 

Ist einem vollständigen Viereck ein Kreis umschrieben, so sind von 
den Strahlen, welche die Winkel zwischen dessen drei Paar Gegenseiten 
hälften, drei und drei parallel und mit denselben sind auch die Axen aller 
dem Viereck umschriebenen Kegelschnitte parallel. 

9. Werden aus einem beliebigen Punkte »p Transversulen durch 
einen gegebenen Keygelschnilt gezogen und über den Sehnen, als Durch- 
messer, Kreise beschrieben, so haben diese Kreise in Bezug auf irgend 
einen andern bestimmten Punkt g gleiche Potenzen, so dafs jeder einen 
bestimmten andern Kreis, der diesen Punkt y zum Mittelpunkt hat, ent- 
weder rechtwinklig oder im Durchmesser schneidet. 

Der Punkt y wird durch irgend drei der genannten Kreise gelunden: 
nebstdem wird seine Lage auch wie folgt bestimmt. Nimmt man die Polare 
des Punktes » in Bezug auf den Kegelschnitt und errichtet in ihrer Mitte. 
d.i. in dem Punkte, in welchem sie von dem ihr conjugirten Durchmesser 
getroffen wird, die zu ihr Senkrechte, so geht diese durch den Punkt y. Und 
wählt man unter den genannten Sehnen zwei solche, welche mit einer Axe 
des Kegelschnitts gleiche Winkel bilden, legt durch ihre Mitten eine Gerade 
und fället auf letztere aus dem Punkte » das Perpendikel, so geht auch dieses 
durch den Punkt y. — Ist der Kegelschnitt Hyperbel und man nimmt die den 
Asymptoten parallelen Transversalen, etwa pa und pb, errichtet auf dieselben 
in ihren Schnittpunkten «, 5 mit der Hyperbel Perpendikel, so treifen sich 
diese im Punkte g. Also: Zieht man aus irgend einem Punkte p zwei 
Gerade pa, pb den Asymptoten der Hyperbel parallel und errichtet ın 


ihren Schnittpunkten a, b mit der Hyperbel Perpendikel auf dieselben, 
so treffen sich diese mit der auf die Polare des Punktes p in deren Mitte 
errichteten Senkrechlen in einem Punkte y. Ist der Kegelschnitt Parabel 
und man errichtet auf die der Axe parallele Transversale, pa, in ihrem 
Schnittpunkt, #, mit der Parabel die Senkrechte, so geht dieselbe durch den 
Punkt y4. — Besteht der Kegelschnitt aus zwei Geraden S und T', die ein- 
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ander in einem Punkle » schneiden, und man nimmt die ihnen parallelen Trans- 
versalen pl und ps, nämlich y?+S und ps+T, errichtet auf dieselben in 
ihren Schnittpunkten 2 und s mit den ihnen nicht parallelen Geraden Perpen- 
dikel. so schneiden sich diese im fraglichen Punkte g. Hierbei ist also der 
Punkt y zugleich der Höhenschnitt des Dreiecks rst. 

Jedem Punkte p in der Ebene eines gegebenen Kegelschnitts ent- 
spricht also auf die angegebene Weise irgend ein bestimmter anderer Punkt g; 
aber der letztere entspricht in gleichem Sinne vier verschiedenen Punk- 
fen p, welche die Kcken eines Parallelogramms sind, dessen Seiten den 
Asyınptoten des Kegelschnitts parallel. 

Wenn der Punkt p sich in einer Geraden bewegt, während der Ke- 
gelschnilt fest bleibt, welche Curve durchläuft dann der ihm entsprechende 
Punkt 9? In dem besondern Falle, wo der Kegelschnitt aus zwei Geraden 
besteht. durchläuft der Punkt g eine Hyperbel, deren Asymptoten be- 
zeehlich auf den Geraden senkrecht stehen. 


1. Sind in gleicher Ebene irgend zwei Curven, die eine vom p'” 
die andere vom g”" Grad, in fester Lage gegeben und bewegen sich die 
indpunkte einer constanten Strecke ab einer Geraden S beziehlich in 
denselben, so umhüllt die Gerade eine Curve Apg'” Klasse, welche die 
im Unendlichen liegende Gerade G, zur 2pgfachen Tangente hat. 

2. Bewegen sich die beiden Endpunkte der constanten Strecke ab 
ten 


Grads, C’, so umhüllt die Gerade S eine Curve 
2n(n —1),'” Klasse, welche die gegebene Curve in jedem ihrer im Unend- 


in einer festen Curve n 


lichen liegenden n Punkte vierpunktig berührt, und welche die Gerade G. 
zur n(n—1\fachen Tangente hat. Demzufolge giebt es in der gegebenen 
Curve nach jeder bestimmten Richtung nur je »/n —1) Sehnen von irgend 
einer gegebenen Länge «ab. Die Mitten solcher n(n—1) gleichen und 
parallelen Sehnen liegen allemal in irgend einer Curve (n—1)'”" Grads, 
und in gleichen Curven liegen auch die nach gleicher Seite hin liegenden 
Endpunkte der Sehnen. 

3. Ist die gegebene Curve vom vierten Grad, C*, so umhüllt die 
constanle Sehne «ad, oder ihre Gerade S, eine Curve 24ster Klasse. Beide 


Curven haben 12xX24 288 gemeinschaftliche Tangenten, wovon 16 auf die 


vier Asymptoten der gegebenen Curve fallen, d. h. jede Asymptote zählt für 
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vier gemeinschaftliche Tangenten; von den 272 übrigen soll jede durch 8, 
bezeichnet werden. Berührt eine der letztern die gegebene Curve etwa im 
Punkte «@ und schneidet sie in den Punkten 5 und y, so liegt die constante 
Sehne entweder zwischen diesen Schnittpunkten, oder zwischen einem der- 
selben und dem Berührungspunkt, also entweder ist #7 = ab, oder es ist «f 
oder ey=ab. Im letztern Falle berühren sich die Curven im Punkte «& und 
dann zählt 5, für zwei gemeinschaftliche Tangenten. Bezeichnet man die Zahl 
der Fälle, wo «aß oder @y = ab durch x, und die Zahl der Fälle, wo 


3y — ab durch y, so ist 


Die Zahlen = und y zu finden, 

4. Bewegt sich die constante Sehne ab in einer festen Curve dritten 
Grads, C*, so umhüllt sie eine Curve 12ter Klasse, welche mit jener 6X 1272 
gemeinschaftliche Tangenten hat, wovon 12 auf die drei Asymptoten der Curve 
€’ fallen, und daneben noch 60 gemeinschaftliche Tangenten 8, bleiben. Jede 
von diesen berührt die angegebene Curve in einem Punkte @ und schneidet 
sie in einem andern Punkte 5, und es ist &% —= ab; aber dabei berühren 
sich die beiden Curven im Punkte «, so dafs also 8, für zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten zählt und folglich nur 30 solche 8, statt finden, d. h. 

Eine beliebige Curve drilien Grads hat, im Allgemeinen, je 30 
solche Tlangenten, welche vom Berührungspunkt « bis zum Schnittpunit 


genommen, irgend eine gegebene Länge ab haben. 
(7 D h 


Betrachtet man bei derselben gegebenen Curve dritten Grads zwei 
Ortseurven zugleich, welche zwei verschiedenen Sehnen «b und «db, ent- 
sprechen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

In einer beliebigen Curve dritten Grads sind je 60 Transversalen S 
möglich, welche dieselbe ın solchen drei Punkten «a, , y schneiden, dafs 
die Strecken aß, ay beziehlich die gegebenen Längen ab, a,b, haben. 

Bei wie vielen von diesen 60 Transversalen liegen die Punkte 5 und y 


auf oleicher und bei wie vielen auf entgegengesetzier Seite vom Punkte «? 


(Fr 
5. Bewegt sich eine constanie Sehne ab in einem festen Kegelschnitt, 
so umhüllt sie eine Curve vierter Klasse. Durch jeden Punkt » in der Ebene 


des Kegelschnitts gehen also, im Allgemeinen, je vier Sehnen von irgend 


einer gegebenen Länge. 
Die Mitten solcher vier gleichen Sehnen liegen allemal ın einem 
Kreise, und wenn die Sehne ihre Gröfse ändert, während der Punkt y 
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fest bleibt, so haben alle zugehörigen Kreise den nämlichen Mittel- 
punkt g. 

Gleiten die Endpunkte der constanten Sehne «a5 beziehlich auf zwei 
sich schneidenden festen Geraden 8 und T, sö umhüllt dieselbe eine Curve 
vierter Klasse, welche einer bestimmten Hypocyclotide parallel ist. Hierin 
ist die einst berühmte Aufgabe inbegriffen, nämlich: 

„Wenn in einer Ebene zwei sich schneidende Gerade S, T und ein 
Punkt » gegeben sind, durch letztern eine Transversale so zu ziehen, dafs 
sie zwischen den Geraden eine Strecke von gegebener Länge ab hat.” 

Für jede Länge der Strecke giebt es, im Allgemeinen, vier Lösungen, 
und die Mitten der vier Strecken liegen in einem Kreise, und alle Kreise 
die entstehen, wenn die Länge sich ändert, aber der Punkt p fest bleibt, 
haben einen und denselben Mittelpunkt g. 

Der hier betrachtete Punkt g ist übrigens der nämliche, wie der oben 
(1.5.) gleichbenannte Punkt und wird also nach den daselbst angegebenen 
verschiedenen Arten gefunden. 


1. Jeder Punkt p in der Ebene eines beliebigen gegebenen Dreiecks 
ABC ist zugleich der Mittelpunkt eines dem Dreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts P° und eines demselben eingeschriebenen Kegelschnitts P}. Die 
Kegelschnitte sind jedesmal von gleicher Art, entweder beide Ellipsen, oder 
beide Hyperbeln oder beide Parabeln. 

„Sollen die beiden Keyelschnitte gleichen Inhalt haben, oder sollen 
die Producte ihrer Halbaxen gleich seın, so besteht der Ort ihres ge- 
meinsamen Mittelpunkts p aus zwei verschiedenen Uurven dritten Grads 
P’ und P}.’ 

„Die eine dieser Curven, P’, ist in der Art speciell, dafs ihre 
drei Asymptoten sich in einem Punkte und zwar im Schwerpunkt des 
Dreiecks schneiden, und dafs dieselben zugleich Wendetangenten (W ende- 
asymptoten) und zudem den Seiten des Dreiecks parallel sind. Die drei 
hyperbelartigen Zweige der Curve liegen in den drei Räumen über den 
Seiten des Dreiecks und berühren die respectiven Seiten in ihren Mitten. 
Für jeden Punkt p in dieser Curve sind die zugehörigen Kegelschnitte 
Hyperbeiln.” 

„Die andere Curve, P}, besteht aus zwei getrennten Theilen, der 
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eine ısl ein sogenanntes Oval und der andere hat drei hyperbelartige 
Zweige; das Oval liegt innerhalb des Dreiecks und berührt dessen Öeiten 
in ihren Mitten; der andere Theil hat die Seiten des dem gegebenen 
Dreieck parallel umschriebenen Dreiecks zu Asymptoten und seine drei 
Zweige liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks. Für jeden Punkt p 
in diesem dreizweigigen Theil sind die Keyelschnitte Ellipsen, dagegen 
für jeden Punkt des Ovals sind dieselben Hyperbeln.” 


Das Oval liegt ganz’ innerhalb derjenigen Ellipse, welche mit ihm die 
Seiten des gegebenen Dreiecks ABC ebenfalls in ihren Mitten A,. B.. €, 
berührt. Die drei Segmente des Ovals über den Sehnen A,B,, A,C,, B,C, 
sind gleich grofs, eben so, wie die Segmente der Ellipse; aber wie verhalten 
sich jene Segmente zu diesen ? oder wie grofs ist die Fläche des ganzen Ovals ? 


Welchen Ort hat der Punkt p, wenn die beiden Kegelschnitte P’, P} 
einander ähnlich sein sollen? (Besteht der Ort aus vier Geraden und einer 
Curve vierten Grads?) 


Wie viele Punkte p giebt es, wenn beide Kegelschnitte irgend einem 
gegebenen Kegelschnitte ähnlich sein sollen? Giebt es, im Allgemeinen, we- 
niger als 16 Jösungen’? 


2. Wenn zwei Kegelschnitte P* und P/ den nämlichen Mittelpunkt p 
haben, so kann möglicherweise nur dann ein Dreieck dem einen ein- und 
zugleich dem andern umgeschrieben sein (1.), wenn dieselben gleichartig 
sind: ist also insbesondere einer derselben ein Kreis, so mufs der andere 
eine Ellipse (oder er kann auch ein Kreis) sein. Sobald aber irgend ein 
Dreieck ABC etwa dem Kegelschnitt P* eingeschrieben und zugleich dem 
Kegelschnitt P} umschrieben ist, so finden alsdann, nach Poncelet’s Satz. 
allemal eine Schaar solcher Dreiecke statt, die alle dem P° ein- und zugleich 
dem P} umgeschrieben sind. Nehmen wir an, die Kegelschnitte befinden sich 
in diesem Falle und bezeichnen wir ihre Halbaxen beziehlich durch « und 5, 
a, und d,, so wie ferner jeden Kreis der einem der Dreiecke umschrieben 
ist, durch Ä°, seinen Mittelpunkt durch m und seinen Radius durch r, so 


hat man unter andern folgende Sätze. 


a. Werden aus dem Mittelpunkte p auf die Seiten jedes der ge- 
nannten Dreiecke ABC Perpendikel «, ß, y gefällt, so ändern sich zwar 
die vier Gröfsen «, ß, y und r von einem Dreieck zum andern, aber 


ihr Product bleibt constant, und zwar ist es stels dem halben Produei 
46 * 
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der Halbaxen beider Kegelschnitte gleich, also 





raßy = 4abab.. 

Und fällt man aus dem Punkte p auf die Seiten derjenigen Drei- 
ecke A,B,O,, welche die Mitten der Seiten der Dreiecke ABC zu Ecken 
haben, Lothe a, Pı, ı, So geben auch diese Lothe mit dem zugehörigen 


Radius r ein conslantes Product, nämlich es ist 
rapıyı — 145; | 
und somit haben die Producte der Perpendikel aus p auf die Seiten der 
zusammengehörigen Dreiecke ABU und A,B,C, constantes Verhältnifs 
zu einander, nämlich 
aßr _. 2ab 
b. Ist der den Dreiecken ABC umschriebene Kegelschnitt P? insbe- 
sondere ein Kreis und somit der andere, P/, eine Ellipse, so ist der Radius 
des erstern der Summe oder dem Unterschied der Halbaxen der letztern gleich. 


also 
sehr th, 


und so ist das Product der aus dem Mittelpunkt p auf die Seiten jedes Drei- 
ecks ABC gefällten Perpendikel constant, nämlich 





By —trab, —=4la, +b,)ab,. 
Also: Beschreibt man aus dem Mittelpunkte p einer gegebenen Ellipse P; 
mit der Summe oder dem Unterschied ihrer Halbaxen einen Kreis P°, 
so giebl es eine Schaar Dreiecke, welche dem Kreis ein- und zugleich 
der Ellipse umgeschrieben sind, und sodann ist das Product der aus dem 
Mittelpunkt auf die Seiten jedes Dreiecks gefällten drei Perpendikel gleich 
dem halben Product aus den Halbaxen der Ellipse in deren Summe oder 
Unterschied. Im Falle, wo der Radius « = a, —b, genommen wird, werden 
die Dreiecke imaginär, wenn nicht @>b, oder 4 > 2b, ist. Kerner ist 
auch das Product der aus dem Punkte p auf die Seiten der vorgenann- 
ten Dreiecke A,B,C, gefällten Lothe «,, P,, yı constant, nämlich 
cıßıyı = nn 3 

und für je zwei zusammengehörige Dreiecke ABC und A,B,C, hat man 
demnach 





eByaPıyı = taıbı 
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und 
aßy un 2(a, +b,)” h 


eaßr a,b, 

Die den Dreiecken ABU umschriebenen Kreise sind gleich, und 
ihre Mittelpunkte stehen gleichweit vom Punkte p ab; eben so hut der 
Höhenschnitt jedes Dreiecks ABC constanten Abstand vom Punkte p und 
eben so sein Schwerpunkt; u. s. w. 

c. Ist hingegen der den Dreiecken ABC eingeschriebene Kegel- 
schnitt P} ein Kreis und also der andere, P°, eine Ellipse, so öst der Radius 
von jenem die erste Proportionale zu den beiden Halbaxen der letztern 
und deren Summe oder Unterschied, also 

ab 








a =b,= 


und so sind die den Dreiecken umschriebenen Kreise K’ alle gleich, also 


r constant, und zwar 
Bu. 
u 
auch ist der Abstand der Mittelpunkte m dieser Kreise vom Mittelpunkte y 
constant, nämlich wenn man mp —=d setzt, so ist 


dE—r+2ra,=r+ab; 


 —— 4(a+b); 


endlich ist auch das Product der drei Lothe «a,, f,, yı constant, welche 
aus dem Mittelpunkte p auf die Seiten derjenigen Dreiecke A,B,Ü, ge- 
fällt werden, welche den Dreiecken ABC parallel eingeschrieben sind, 


und zwar ist 
| a'b* . 

a Pıyı = Dub —atby? 
und die Mittelpunkte der den Dreiecken A,B,C, umschriebenen Kreise 
stehen gleichweit vom Punkte p ab; eben so haben die Höhenschnitte der 
Dreiecke ABC gleichen Abstand vom Punkte p, desgleichen ihre Schwer- 
punkte. 

Durch d’— r’ oder r— d’ wird die Potenz des Punktes p in Bezug 
auf jeden der Kreise K? ausgedrückt, je nachdem p aufser- oder innerhalb 
K° liegt, und wird beziehlich die aus » an den Kreis gelegte Tangente oder 
die durch p gehende halbe kleinste Sehne desselben durch ? bezeichnet, so 
drückt auch ?° dieselbe Potenz aus. Da nun nach Vorstehendem 


a’ 





db=+d—r), 
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so ist also auch das Rechteck unter den Halbaxen der Ellipse P° derselben 
Potenz gleich; zudem sind diese Halbaxen einze!n 


a—=d--r wd b=+(d—r). 


Sollen die Inhalte der Ellipse P° und des Kreises P} ein gegebenes 
Verhältnifs zu einander haben, so wird die Form der Ellipse näher bestimmt. 
so wie auch das Verhältnifs der Kreise P/ und Ä? zu einander, und auch 
umgekehrt. Soll z. B. die Ellipse P® mit dem Kreise P} gleichen Inhalt 


haben, so ist 

a:b—3+y5:2, und a —=?r 
und alle Kreise A’ schneiden den Kreis P* rechtwinklig. Soll die Ellipse P° 
doppelt so grofs als der Kreis P, sein, so ist 

a—=b(24y3) und a=tr, 
also alle Kreise A° dem Kreise P} gleich. Diese Fälle kommen nachher 
noch in Betracht. 

d. "Sollen der Ellipse P’ und dem mit ihr concentrischen Kreise P} 
nicht allein die vorgenannte Schaar Dreiecke ABC beziehlich ein- und 
umgeschrieben sein, sondern soll zugleich noch eine andere Schaar Drei- 
ecke umgekehrt dem Kreise P} eın- und der Ellipse P’ umgeschrieben 
sein, so müssen sich die Axen der Ellipse wie 3--y5 zu 2 verhalten 
und ihr Inhalt mu/s dem des Kreises gleich sein, oder der Radius des 
feiztern mufs die mittlere Proportionale zu den Halbaxen der erstern 
sein, also mufs 

a:b —= 3--y5:2, und &=ab. 
oder 
OR !a(—1-y5)= ıb(1--y5)—=a —b 
sein, und alsdann ist aa —=?2r und alle Kreise K’ schneiden den Kreis P; 
rechtwinklig. 

e. Sieht man bei der obigen Betrachtung (c.) den Kreis P/ und einen 
der Kreise A’ als gegeben an, so ist nicht nur das dort betrachtete eine 
Dreieck ABC dem ersten um- und dem andern eingeschrieben, sondern es 
findet eine neue Schaar solcher Dreiecke statt, welche gleicherweise dem 
Kreise P/ um- und dem Kreise K? eingeschrieben sind. Oder allgemein: 


Befinden sich zwei gegebene Kreise K’ und P} in solcher Lage, 
dafs zwischen ihren Radien, r und a,. und dem Abstande, d, ihrer Mittel- 














Yang Date eat 











22. Steiner, vermischte Sätze und Aufgaben. 367 


punkte, m und p, von einander die Gleichung 
d — r’+2ra 


besteht, so findet eine Schaur Dreiecke ABC statt, welche dem Kreise K’ 
ein- und zugleich dem Kreise P} umgeschrieben sind. Und dann folgt 
ferner: 

Die Schaar Ellipsen P’, welche den Dreiecken ABC respective 
umschrieben sind und mit dem Kreise P} den Mittelpunkt p gemein haben, 
sind alle gleich (congruent), ihre Halbaxen sind d--r und +(d—r), so 
dafs das Rechteck unter denselben der Potenz tl’ des Punktes p in Bezuy 
auf den Kreis RK? gleich ist, oder dafs derjenige Kreis um den Punkt p, 
welcher von dem Kreise K? entweder rechtwinklig oder im Durchmesser 
geschnitten wird, mit den Ellipsen gleichen Inhalt hat. 


Zieht man aus dem Mittelpunkte » des eingeschriebenen Kreises P, 
Strahlen nach den Ecken jedes Dreiecks ABC und errichtet auf dieselben im 
Punkte p Lothe, so treffen diese die den Ecken gegenüber liegenden Seiten 
in solchen drei Punkten, welche in einer Geraden H liegen: diese Gerade 
ist für alle Dreiecke eine und dieselbe; sie steht auf der Axe pm senk- 
recht, ihr Abstand vom Punkte p ist = (r— a — d’):2d, und ihr Abstand 
von der Linie der gleichen Potenzen der Kreise K’ und P} ist — a}:2d. — 
Schneidet ein durch p gehender Strahl den Kreis K’ in zwei Punkten, 
so sind sie Ecken zweier verschiedenen Dreiecke ABC, und die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten treffen einander allemal auf derselben genann- 
ten Geraden II. Nämlich jeder Punkt des Kreises A’ ist Ecke eines Drei- 
ecks ABC; liegt er aber innerhalb des Kreises P} (falls dieser jenen schneidet). 
so sind die anliegenden Seiten nebst den beiden andern Ecken imaginär, und 
nur die ihm gegenüberstehende Seite ist auch reell. 


Der Ort der Höhenschnitte der Schaar Dreiecke ABC ist ein 
Kreis, dessen Mittelpunkt, q, in der Ave mp liegt, eben so ist der Ort 
ihrer Schwerpunkte ein Kreis, dessen Mittelpunkt, s, in der A.xe liegt; 
die vier Punkte m, s, p, q liegen harmonisch, und zwar im bestimmten 
Verhältnifs ms:sp:mg:gqp = 2:1:6:3. 


Die Seiten jedes Dreiecks ABC berühren den Kreis P} in je drei 
Punkten A,, B,, C,; die Schaar Dreiecke A,B,C, haben den Höhen- 
schnitt gemein, und derselbe liegt in der Axe mp. 
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Schnerden die gegebenen Kreise einander rechtwinklig, so mufs 
a == ?2r sen, und dann haben die genannten Ellipsen mit dem Kreise P; 
gleichen Inhalt. 

Sind insbesondere die Kreise gleich, so ist der Abstand ihrer 
Mitielpunkte von einander, d, der Seite des gleichseitigen Dreiecks gleich, 
welches einem derselben eingeschrieben ist, und alsdann haben die Ellipsen 
gerade doppelt so grofsen Inhalt, als jeder Kreis. — Dieser Fall zeichnet 
sich noch dadurch aus, dafs er der einzig mögliche ist, wo zu den zwei 
gegebenen Kreisen zwei verschiedene Schaaren Dreiecke gehören; nämlich 
hierbei giebt es eine zweite Schaar Dreiecke, welche dem Kreise AK? um- 
und dem Kreise P/ eingeschrieben sind. 

f. Sind a, b, c die Seiten und .7 der Inhalt eines beliebigen Dreiecks 
ABC, ist r der Radius des ihm umschriebenen Kreises A’, sind p, pı» P» P; 
die Mittelpunkte und r, r,, Ya, tr, die Radien der ihm eingeschriebenen Kreise. 
sind ferner @ und d, a, und d,. @ und Ö,,. a, und d, die Halbaxen der mit 
diesen Kreisen concentrischen und dem Dreieck umschriebenen vier Ellipsen. 


und sind endlich 7’, A, %. 1; die Potenzen der Punkte », p,, fa. P; in Bezug auf 


den Kreis A”, so ist 
aba, b,ab,a,b, = HR —= 1V6rtrn ur, = Fr he = 16rt L. 


9. Wenn ein convexes Viereck einem Kreise ein- und zugleich einem 
reise umgeschrieben ist, so wird jede Seite desselben durch ihren Be- 
ruhrungspunkt mit dem letztern Kreise so getheilt, dafs sich die Ab- 
schnitte wie die ihnen anliegenden Seiten verhalten. Sind « und o,. 
3 und P,, y und 7,. Ö und d, die Abschnitte der Seiten a, db, c, d nach 
ihrer Folge, so ist y—=ay =Pd=P,d,=r’, wo r der Radius des ein- 
veschriebenen Kreises ist. — Bleiben die Seiten des Vierecks constant und 
eine derselben in ihrer Lage fest, während das Viereck verschoben wird, so 
ändert sich der eingeschriebene Kreis und sein Mittelpunkt durchläuft einen 


neuen Kreis, dessen Mittelpunkt in der festen Seite liegt und dessen Ra- 
VYabed 
a-+c 


den vier Seiten fest bleiben, welche man will. 





dlaus ?st. Dieser neue Kreis behält also dieselbe Gröfse, mag von 


ı. Welche Eigenschaft müssen zwei Kegelschnitte im Allgemeinen 


haben. damit jedem solche Dreiecke umschrieben werden können, welche zu- 
gleich dem andern eingeschrieben sind? — Ist die Aufgabe auch für Vier- 
ecke. Fünfecke etc. möglich? 
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Können zwei Kegelschnitte so beschaffen sein, dafs dem einen Dreiecke 
umschrieben, welche dem andern eingeschrieben und zugleich diesem Viereke 
umschrieben, welche jenem eingeschrieben sind? 


3. Unter den gesammten Kegelschnitten. welche einem gegebenen 
Dreieck umschrieben sind, giebt es je eine Schaar von Kegelschnitten, die unter 
” Bi u" . . . . ” . . . . 
sich ähnlich, oder die irgend einem gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind. 


Die Mittelpunkte jeder Schaar unter sich ähnlicher und dem ge- 


gebenen Dreieck umschriebener Keygelschnitle liegen in einer Curve vier- 


ten Grads, welche die Mitten der Dreiecksseiten zu Doppelpunkten hat, 
und die Schaar Kegelschnitte umhüllen eine andere Curve vierten Grads, 
welche die Ecken des Dreiecks zu Doppelpunkten und nur vier Doppel- 
fangenten hat. — Unter solcher Kegelschniltschaar giebt es keine zwei. 
welche äAnlichliegend sind. 


Welches ist der Ort der Brennpunkte von solcher Kegelschnittschaar, 
und welche Curve wird von ihren Axen umhüllt? 

Ist der gegebene Kegelschnitt, dem die Schaar ähnlich sein soll, sehr 
spezieller Art, wie Kreis, gleichseilige Hyperbel oder Parabel, so modificiren 
sich die beiden genannten Curven vierten Grads wesentlich. 

4. Jede Schaar unter sich ähnlicher und einem gegebenen Drei- 
ech ABC eingeschriebener Keyelschnitte hat ihre Mittelpunkte in irgend 
einer Curve vierten Grads. Sind die Kegelschnitte ähnliche Ellipsen, 
so besteht die Örlscurve ihrer Mittelpunkte aus vier getrennten Theilen, 
und zwar aus vier Ovalen. Sind dieselben Parabeln, so besteht die Orts- 
eurve aus veer Geraden, nämlich aus @, und den drei Seiten des dem 
gegebenen Dreieck parallel eingeschriebenen Dreiseits A,B,Ü.. 


Welche Curve wird von solcher Schaar Kegelschnitte umhüllt? In 
welcher Curve liegen ihre Brennpunkte. und welche Curve wird von ihren 
Axen umhüllt? 

Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier und vier 
ähnlich liegend, d. h. es giebt im Allgemeinen je vier dem gegebenen Drei- 
eck eingeschriebene Kegelschnitte, welche irgend einem gegebenen Kegel- 
schnilte ähnlich und mit ihm ähnlichliegend sind. 


Sind die vier Kegelschnitte Ellipsen, so sind ihre Mittelpuukte 
allemal die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen drei Paar Gegen- 
serien sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks schneiden. Und umge- 
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kehrt: schneiden sich die Gegenseiten eines vollständigen Vierecks in den 
Ecken des gegebenen Dreiecks und liegt eine Ecke desselben innerhalb 
desjenigen Dreiecks, welches diesem parallel eingeschrieben ist, so sind 
seine Ecken die Mittelpunkte von vier Kllipsen genannter Art. — Ist 
eine Ecke des Vierecks gegeben, so sind die drei andern bestimmt und leicht 
zu finden; denn die Gegenseiten sind zu den Dreiecksseiten, welche ihrem 
Schnittpunkte anliegen, zugeordnet harmonisch. 

Das Product der Halbaxen solcher vier Ellipsen, die dem gegebe- 
nen Dreieck eingeschrieben und ähnlich und ähnlichliegend sind, ist con- 
stant, und zwar der vierten Potenz der Dreiecksfläche gleich. Oder 
sind x, ty, Ya, 1, die BRadıen derjenigen vier Kreise, welche mit den Ellipsen 
gleichen Inhalt haben, so ist vun = A”. 

Jede Seite des Dreiecks, wie etwa AB, wird von den Ellipsen in 
vier Punkten W, 3, 6, OD berührt, wovon zwei, eiwa ®B und GE, zwischen 
A und B, dagegen die zwei andern A und D beziehlich jenseits A und B 
liegen; ihre Abstände von den Ecken A und B sind, in gewisser Ordnung 
genommen, paarweise gleich, nämlich es ist 


44A=BD und AD9D= BDA, 45=BE und AC=DBPB. 


Bezeichnet man diese Abstände durch a, b, ce, d und die aus den 
Mittelpunkten der Ellipsen auf die Seite AB gefällten Perpendikel durch ce, 
Ci» Cr, 6,5, so ?st das Product dieser acht Gröfsen constant, und zwar 
der vierten Potenz der Dreiecksfläche gleich, also 





abevdeaag —= A’. 

Denkt man sich diejenigen vier Ellipsen, welche mit den vorigen 
die Ecken desselben Vierecks zu Mittelpunkten haben, aber dem Dreieck 
umschrieben sınd, und ferner diejenige KEllipse, welche durch die Mitten 
der sechs Seiten des Vierecks (und durch die Ecken des Dreiecks) geht, 
so ist das Product der Halbaxen der vier ersiern dividirt durch das 
Product der Quadrate der Halbaxen der letztern constant, und zwar 
== 16A?. 

Die vorstehenden Sätze, die einfachheitshalber nur für die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analogerweise auch für Hyperbeln. 

Seien A,, D,, ©, die Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks ABC. 
Fällt man aus den Ecken irgend eines vollständigen Vierecks, dessen Gegen- 
seiten sich in den Ecken des Dreiecks ABC schneiden, auf die Seiten 
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desselben die Perpendikel a, a,, a;, a;; b, b,, b., b;; C, C,, &, c, und 
ebenso auf die Seiten des Dreiecks A,B,C, die Perpendikel «. «,. 0. &;; 
Ps Pır Par Ps; Y» Yıs Yay 73: 80 ist allemal 


(aa, a,a,bb,b,b,ce,e,c,)? 
a0, a,a, BB, B,P,rY. Yatz 
_ 24. (ta +m+ta)b+h+b+b)tc+e ++) 
r (ta ++) (P+A+RH+BNGFtrNtr tr) 
; Er ie 
er" 7°” zug 
wo Ay, du, €, und &,, Pos Yu die Perpendikel aus dem Schwerpunkte der 
vier Ecken des Vierecks auf die Seiten der beiden Dreiecke sind und r 
der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und a, b, « 
dessen Seiten. Die Vorzeichen in den Klammern werden nach Umständen 


bestimmt. 




















5. „Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, weiche einem 
gegebenen Dreieck ABC eingeschrieben sind, liegen in einem Kreise, 
welcher den Höhenschnitt des Dreiecks zum Mittelpunkt hat, und wel- 
cher der äufßsere Potenzkreis der beiden Kreise ABC und A,B,C, :st.” 


So viel mir bekannt, ist dieser Satz neu, nur habe ich ihn schon vor 
zwölf Jahren gefunden. Es ist auffallend, dafs derselbe so lange verborgen 
bleiben konnte, trotzdem, dafs der analoge Satz über die dem Dreieck um- 
schriebenen gleichseitigen Hyperbeln längst allgemein bekannt war. 


Einem spitzwinkligen Dreieck kann keine (reelle) gleichseitige 
Hyperbel eingeschrieben sein. 


6. Die Axen aller einem gegebenen Dreieck eingeschriebenen 
Parabeln umhüllen eine specielle Curve dritter Klasse und vierten Grads, 
welche die Gerade G. zur ideellen Doppeltangente und drei Rückkehr- 
punkte hat; nämlich die Curve ist eine bestimmte dreispitzige oder drei- 
bogige Hypocyeloide; ihre drei Rückkehrtangenten treffen sich im Mittel- 
punkte des dem Dreieck umschriebenen Kreises unter gleichen Winkeln, 
— 120°’, und sind gleich lang, und zwar dem dreifachen Radius des 
Kreises gleich; die drei Rückkehrpunkte liegen daher in einem mit dem 
letztern concentrischen Kreise; derselbe ist die Basis der Hypo-ycloide, 
und der sie erzeugende rollende Kreis ist gerade dem erstgenannten 


Kreise gleich. — Die weitern merkwürdigen Eigenschaften dieser Cycloide 
47 * 
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sind bereits in einem früheren Aufsatze dieses Journals, Band 53, an- 
gegeben. 

‘. Wenn in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABC und ABE 
gegeben sind, so ist jeder Punkt » der Ebene zugleich der Mittelpunkt von 
zwei Kegelschnitten P’ und P/ die dem ersten, und von zwei Kegelschnitten 
Y und 9; die dem andern Dreieck beziehlich um- und eingeschrieben sind. 

Sollen entweder das Regelschnitipaar 

P’ und 9, oder P} und %, oder P* und 9; 
gleichen Inhalt, oder gleiches Arxenproduct haben, so ist der Ort des 
Punktes p beziehlich eine Curve 9”, 3”, 6°” Grads. 

Soll eines derselben drei Paare ein gegebenes Axenproduct haben, 
so ?st die Zahl der Lösungen beziehlich 36, 9, 18. 

Welches ist der Ort des Punktes p, wenn die Keyelschnitte eines 
der nämlichen drei Paare ähnlich sein sollen? 

Und wie grofs ist die Zahl der Lösungen, wenn die Kegelschnitle 
eines der drei Paare ähnlich und ähnlichliegend sein sollen? 

S. Einem beliebigen Viereck ABCD sind eine einfache Schaar, oder 
ein Büschel Kegelschnitte, 3(P), umschrieben, deren Mittelpunkte in irgend 
einem bestimmten andern Kegelschnitte MM? liegen. Die Form des Vierecks 
bedingt zum Theil die Art der Kegelschnitte P°, so wie des Kegelschnittes 
MM", nämlich wie folgt. 

1°. Ist das Viereck convex, schneiden sich zwei Paar Gegenseiten 
desselben in ihren Verlängerungen, so ist der Kegelschnitt M* Hyperbel 
und die Kegelschnitte 3(P°) bestehen aus einer Gruppe Hyperbeln und einer 
Gruppe Ellipsen, und aus zwei Parabeln; die Mittelpunkte der Hyperbeln 
liegen im einen und die Mittelpunkte der KEllipsen liegen im andern 
Zweige der Hyperbel M’; die drei Schnittpunkte der drei Paar Gegenseiten 
des Vierecks liegen also immer im gleichen Zweige der Hyperbel M’, näm- 
lich im erstgenannten. Unter der Gruppe Hyperbeln ist allemal eene, aber 


nur eine gleichseilig. 

2. Ist das Viereck so beschaffen, dafs der Schnittpunkt jedes Paars 
Gegenseiten in der Verlängerung blos einer Seite liegt, oder dafs von den 
vier Punkten A, B, C, D einer innerhalb des durch die drei übrigen be- 
stimmten Dreiecks liegt, so ist die Mittelpunktscurve M° Ellipse, und dann 
sind die Kegelschnitte #(P*) sämmtlich Hyperbeln, von denen, im Allgemeinen, 
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wieder nur eine gleichseitig ist; sind insbesondere zwei derselben gleichseitig. 
so sind es auch alle übrigen, und alsdann sind alle Paare von Gegenseiten 
des Vierecks zu einander rechtwinklig, und auch umgekehrt. 

3. Liegt insbesondere einer der vier Eckpunkte des Vierecks im 
Unendlichen, so ist M° Parabel und B(P?) besteht aus Hyperbeln und einer 
einzigen Parabel; von den erstern ist wieder nur eöne gleichseitig. — Liegen 
zwei der vier. Punkte im Unendlichen, so besteht B(P°) aus ähnlichen und 
ähnlichliegenden Hyperbeln, deren Mittelpunkte in einer Geraden liegen. — 
Sind zwei der vier Punkte imaginär, etwa C und D, so ist M° entweder 
Ellipse oder Hyperbel, nachdem die ideelle Sekante ÜD zwischen den Punk- 
ten A und 3 durchgeht oder nicht, und dem entsprechend besteht dann R/P°) 
nur aus Hyperbeln, oder aus einer Gruppe Hyperbeln, einer Gruppe Ellipsen 
und zwei Parabeln. Sind alle vier Punkte imaginär, so ist M° Hyperbel und 
B(P’) enthält eine Gruppe Hyperbeln, eine Gruppe Ellipsen und zwei Para- 
bein. — Zur obigen ersten Form des Vierecks (1'.) gehören auch noch die 
zwei besondern Fälle, wo ein Paar Seiten und wo zwei Paar Seiten unter 
sich parallel sind, und wobei M? in zwei Gerade zerfällt. 

Beachtet man kürzehalber blos die beiden ersten Formen (1. und 2'.). 
so sind folgende Angaben zu machen. 

a. Die dem Viereck umschriebenen Kegelschnitie sind paarweise 
einander ähnlich (aber keine zwei sind ähnlich und ähnlichliegend). Es 
giebt unter denselben zwei einzelne, welche keinem andern ähnlich sind; 
der eine derselben ist die gleichseitige Hyperbel, und der andere ist beim 
Viereck (1.) diejenige Ellipse, welche dem Kreise am nächsten kommt, 
und beim Viereck (2) diejenige Hyperbel, welche am meisten von der 
gleichseitigen abweicht. Die Geraden, welche durch die Mittelpunkte der 
sich ähnlichen Paare gelegt werden, sind sämmtlich parallel, und mit 
ihnen sind, auch die ın den Mittelpunkten der zwei einzelnen Kegei- 
schnitte an die Mittelpunktscurve M? gelegten Tangenten parallel. Die 
Mittelpunkte der beiden einzelnen Kegelschnitte sind somit die Endpunkte 
eines Durchmessers des Kegelschnittes M’. Da nun der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes M°’, so wie der Mittelpunkt der genannten gleichseitigen Hy- 
perbel leicht zu finden ist, so gelangt man also auch leicht zum Mittelpunkt 
der am meisten von der gleichseitigen abweichenden Hyperbel, oder der dem 
Kreise am nächsten kommenden Ellipse. Diese Ellipse war schon früher der 
Gegenstand einer von @ergonne gestellten Frage, welche ich im 2" Bande 
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d. Journ., pag. 64 beantwortet habe. Durch die dortigen und gegenwärtigen 
Angaben wird die Lage dieser Ellipse vollkommen bestimmt. 

bh. Von den dem Viereck umschriebenen Kegelschnilten haben, im 
Allgemeinen, je sechs gleichen Inhalt, oder gleiches Arenproduct. Es 
giebt unter denselben drei solche, deren Axenproducte relative Maxima 
oder Minima sird. Nämlich beim Viereck (1'.) giebt es eine Ellipse, 
deren Inhalt ein Minimum ist und zwei Hiyperbeln deren Axenproducte 
relative Maxima sınd; und beim Viereck (2".) giebt es drei Ilyperbeln, 
deren Axenproducte Maxima sind. — Die Mittelpunkte dieser drei ausge- 
zeichneten Kegelschnitte zu finden. Welches ist ihr Schwerpunkt? Und wel- 
ches ist ihr Schwerpunkt, wenn ihnen Gewichte beigelegt werden, die sich 
verhalten wie die zugehörigen Axenproducte? 

Unter der Schaar einem beliebigen Dreieck umschriebener gleich- 
seitiger HIyperbeln giebt es drei, deren Axen Maxima sind. Welche Lage 
haben ihre Mittelpunkte? 

9. Einem beliebigen vollständigen Vierseit ABED ist eine einfache 
Schaar Kegelschnitte, 3($°), eingeschrieben; die Mittelpunkte derselben liegen 
in einer Geraden M, welche durch die Mitten «, /, y der drei Diagonalen 
des Vierseits geht. Der im Unendlichen liegende Punkt der Geraden M 
heilse d. Die Kegelschnitte ordnen sich, nach der Lage ihrer Mittelpunkte, in 
zwei Gruppen Ellipsen und in zwei Gruppen Hyperbeln. Die Strecken «/ 
und 70 der Geraden M enthalten beziehlich die Mittelpunkte der beiden Grup- 
pen Ellipsen, und in den Strecken Py und d« liegen die Mittelpunkte der 
beiden Gruppen Hyperbeln. Die Grenzpunkte «, ß, y, d sind als die Mittel- 
punkte von vier Parabeln anzusehen. 

a. Die dem Vierseil eingeschriebenen Kegelschnitte sind, im All- 
gemeinen, zu je vier einander ähnlich, und jede vier ähnliche gehören 
paarweise den beiden betreffenden Gruppen an, so dufs man also auch 
sagen kann, die Kegelschnitte jeder Gruppe, für sich betrachtet, seien 
paarweise ähnlich. In jeder Gruppe giebt es einen einzelnen Kegelschnitt, 
welcher keinem andern derselben Gruppe ähnlich ist, sein Mittelpunkt 
liegt zwischen den Mmittelpunkten jedes Paars und sein Axenverhältnifs, 
b:a, ist ein Maximum. An jeder Gruppe Ellipsen befindet sich also eine 
solche, welche unter allen dem Kreise am nächsten kommt (oder insbe- 


sondere selbst ein Kreis ist), und in jeder Gruppe Hyperbein giebt es eine, 
deren Arenverhältnifs ein Maximum oder ein Minimum ist. — Diese 
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vier besondern Kegelschnitte zu finden, oder die Lage ihrer Mittelpunkte an- 
zugeben. 
Unter den gesammten Kegelschnitten B(YW’) giebt es, im Allye- 
meinen, keine zwei, welche ähnlich und ähnlichliegend sind; wenn es 
aber insbesondere ein solches Paar giebt, so sind alsdann alle übrigen 
auch paarweise ähnlich und ähnlichliegend; nämlich von den genannten 
je vier ähnlichen Kegelschnitten, die paarweise zweien gleicharligen Grup- 
pen ungehören, ist alsdann jeder von der einen Gruppe einem von der 
andern Gruppe ühnlichliegend. Dieser besondere Fall findet statt, wenn 
zwet Diagonalen des Vierseits parallel sind. 
Jedes Paar conjugirter Durchmesser eines der Kegelschnitte BY‘) 
ıst, im Allgemeinen, mit einem Paar conjugirter Durchmesser irgend eines 
der übrigen parallel; daher haben also die Kegelschnitie auch paarweise 
parallele Axen. Jeder der Kegelschnitte hat aber ein besonderes Paar 
conjugirler Durchmesser, welches mit keinem Paar conjugirter Durch- 
messer ırgend eines der übrigen parallel ist, und es giebt, im Allgemeinen, 
zwei Kegelschnitte, deren Axen dieses besondere Paar sind. — Beim 
genannten Falle, wo zwei Diagonalen des Vierseits parallel sind, hat 
jeder Kegelschnitt ein Paar conjugirter Durchmesser, wovon der eine 
diesen Diagonalen und der andere der dritten Diagonale parallel ist. 
b. Die dem Vierseit eingeschriebenen Keyelschnitte haben zu je 
drei gleichen Inhalt oder gleiches Axenproduct; es giebt unter denselben 
zwei, eine Ellipse und eine Hyperbel, welchen ein Maximum des Axen- 
products zukommt; auf welche Weise die Mittelpunkte dieser zwei Kegel- 
schnitte gefunden werden, habe ich schon 1844 in einem ins Italienische 
übersetzten Aufsatze angegeben (s. Bd. 30 d. Journ., pag. 97). 
Unter der Schaar von Parabeln, welche einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind, befinden sich drei, deren Parameter Maxima sind. 
Welche Lage haben diese drei Parabeln, oder welche Lage haben ihre Axen 
oder ihre Brennpunkte? 
10. a. Sind in gleicher Ebene zwei beliebige Vierecke ABUD und 
A,B,C,D, gegeben, so giebt es unter den ihnen umschriebenen Keyei- 
schnittbüscheln B(P°) und B(P/), im Allgemeinen, nur ein Paar, P’ und 
P/, welche ähnlich und ähnlichliegend sind; giebt es, im besondern Kalle, 
zwei solche Paare, so sind dann alle übrigen Glieder der beiden Büschel 
auch paarweise ähnlich und ähnlichliegend, und alsdann sind auch die 
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beiden Mittelpunktscurven M’ und M, (3.) ähnlich und ähnlichliegend; 
und umgekehrt, sobald diese letztern ähnlich und ähnlichliegend sind, ist 
auch jedes Glied des einen Büschels mit irgend einem Gliede des andern 
Büschels ähnlich und ähnlichliegend, aber dabei brauchen die Vierecke 
selbst einander nicht ähnlich zu sein. 

b. Sind in einer Ebene zwei beliebige Vierseit ABED und AB,ED, 
gegeben, so geebt es unter den ihnen beziehlich eingeschriebenen Kegel- 
schniltschaaren B(W) und BY), tn Allgemeinen, wier Paare VW’ und %,, 
welche unter sich ähnlich und ähnlichliegend sind. Sind, im besondern 
Falle, fünf Paare ähnlich und ähnlichliegend, so ist jedes Glied der einen 
Schaar mit irgend einem Gliede der andern Schaar ähnlich und ähnlich- 
liegend, und dann sind auch die drei Diagonalen und die durch ihre 
Mitten gehende Gerade M (9.) des einen Vierseits beziehlich denen des 
andern Vierseits parallel; und umgekehrt, sind die Diagonalen und die 
Geraden M und M, beider Vierseit beziehlich parallel, so sind die Keyel- 
schnitle BOY) und B(Y;) paarweise ähnlich und ähnlichliegend. Müssen 
hei diesem besondern Falle die Vierseit einander ähnlich sein ? 

c. Sind in gleicher Ebene ein Viereck ABUD und ein Vierseil 
AUBED gegeben, so geebt es zwei Paar unter sich ähnliche und ähnlich- 
liegende Kegelschnitte, P* und I, welche denselben beziehlich um- und 
eingeschrieben sind. 


EV. 
l. Durch fünf gegebene Elemente, oder durch fünf Bedingungen, ist. 
im Allgemeinen, ein Kegelschnitt bestimmt, nämlich entweder absolut, oder 
mehr oder weniger vieldeutig bestimmt. Bestehen die fünf Elemente nur aus 
Punkten und Tangenten des Kegelschnilis, so sind die Lösungen bekanntlich 
nicht zahlreich und geomelrisch construirbar. Wählt man aber unter die ge- 
sebenen Elemente auch Normalen des Kegelschnittes, so werden die Lösungen 
schwieriger und ihre Zahl vermehrt sich mit der Zahl der Normalen, so dafs 
sie bis zu 102 ansteigt. Setzt man die Zahlen der gegebenen Punkte, Tan- 
voenten. Normalen beziehlich unter die Buchstaben P, T, N, und die Zahl der 
l,ösungen unter Z, so hat man für die 21 Fälle, welche mit diesen dreierlei 
Elementen möglich sind, folgende Tabelle: 
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pP T N L 
| h) 1 
2. h) 
d. 4 l 2 
4. 1 4 2 
5. 3 2 4 
6. 2 3 4 
{ 4 1 J 
S 4 1 3 
9. 3 | 1 
10. ! 3 [ 6 
11. 2 2 1 5 
12. 3 2 3 
13. 3 2 I 
14. 2 1 2 14 
19. 1 2 2 14 
16. 2 3 23 
Er. | 2 ‘ 23 
18 1 1 3 28 
19. 1 4 Sf 
2. | 1 1 
21, 5 102 


2. Werden die Ecken A, B, C, D einer gleichseitigen. an deı 
Spitze rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach irgend einer Richtung auf 
eine beliebige Ebene projieirt, so ist die Frage, welche Relation zwischen 
den gegenseitigen Abständen der Projectionen A,. B,, C,. D, statt finde? 


3. Das Viereck zu bilden, dessen vier Seiten nebst der Geraden. 
weiche die Mitten des einen Paars Gegenseiten verbindet, der Gröfse nach 
gegeben sind. — Eben so, wenn die vier Seiten und die Gerade. welche 
die Mitten der Diagonalen verbindet, gegeben sind. 


4. Wenn in einer Ebene drei Gerade A, B, Ü in fester Lage ge- 
geben sind, so soll eine vierte D so gezogen werden, dafs die beiden Drei- 
seit AUD und BED gleichen gegebenen Inhalt haben. — Diese Aufgabe 
ist geomelrisch lösbar; die Zahl der reellen Lösungen ist gröfser oder kleiner. 
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je nachdem der gegebene Inhalt sich zum Inhalte des gegebenen Dreiseits ABC 
verhält. Giebt es im günstigsten Falle sechs reelle Lösungen ? 





5. Sind in einer Ebene vier beliebige Gerade A, B, C, D in fester 
Lage gegeben, so soll eine solche fünfte & gefunden werden, dafs die drei 
Dreiseit KDU, EDB, EDA gleichen Inhalt haben. — Werden die gege- 
benen Geraden verwechselt, so findet die Aufgabe vierfach statt, aber jedes- 


mal giebt es nur eine Lösung. 





